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A S Y M P T O T I C S  OF SOLUTIONS TO LINEAR S Y S T E M S  OF O R D I N A R Y  DIFFERENTIAL 
EQUATIONS WITH A LARGE P A R A M E T E R  I N  THE P R E S E N C E  OF REVERSAL P O I N T S  

A . G .  A l e n i t s y n  

A B S T R A C T :  The a r t i c l e  i s  b a s i c a l l y  a b r i e f  r e -  
v i ew o f  t h e  r e s u l t s  known f r o m  l i t e r a t u r e  w h i c h  
t o u c h  on t h e  a s y n p t o t i c  b e h a v i o r  o f  l i n e a r  s y s -  
t e m s  of  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  a 
l a r g e  p a r a m e t e r .  The b a s i c  f a c t s  f r o m  t h e  c l a s -  
s i c a l  t h e o r y ,  whrlch i s  a p p l i c a b l e  when t h e r e  
a r e  n o  r e v e r s a l  p o i n t s ,  a r e  f i r s t  g i v e n  €or com- 
p a r i s o n  ( S e c t i o n  l), a n d  t h e n  t h e  g e n e r a l  me thod  
o f  a p p r o a c h i n g  t h e  p r o b l e m  o f  r e v e r s a l  p o i n t s  - 
t h e  method o f  d e c o m p o s i t i o n  - i s  e x a m i n e d  ( S e c -  
t i o n  2 ) .  The a s y m p t o t i c s  i s  o b t a i n e d  i n  S e c t i o n  
3 w i t h  t h e  a i d  o f  a s t a n d a r d i z a t i o n  me thod  o v e r  
t h e  r e a l  i n t e r v a : !  c o n t a i n i n g  t h e  s i m p l e s t  r e -  
v e r s a l  p o i n t s .  Kxamples  f r o m  a c o u s t i c s  a n d  t h e  
t h e o r y  of e l a s t i c i t y  a r e  g i v e n  i n  t h e  a r t i c l e .  

S e c t i o n  1. I n t r o d u c t i o n  a n d  C l a s s i c a l  T h e o r y  

An o r d i n a r y  d i f f e r e n t E a 1  e q u a t i o n  i s  o f t e n  f o u n d  i n  p r o b l e m s  
o f  wave d i f f r a c t i o n  a n d  p r o p a g a t i o n ,  ? . e . ,  

a n a  t h e n  t h e  b e h a v i o r  of s o l u t i o n s  t o  t h i s  e q u a t i o n  mus t  b e  known 
for k + 00. 

S t u d i e s  
s y s t e m s  o f  o 
a r e  u s e d  h a v  
i s  f o u n d  i n  
e l a s t i c  medi  

[ l - 3 1  i n  w h i c h  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n s  
r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  a 
'e r e c e n t l y  a p p e a r e d .  For e x a m p l e ,  t h  
p r o b l e m s  o f  wave p r o p a g a t i o n  i n  a l a y  
um : 

of  s 
l a r g  

e f o l  
e r e d -  

o l u t i o n s  t o  
e p a r a m e t e r 1  
l o w i n g  s y s t e m  
nonhomogeneous  

(1.2) 

- -- 
Numbers i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  

S i m i l a r  s y s t e m s  a r e  f o u n d  i n  some p r o b l e m s  o f  quan tum m e c h a n i c s  
[ 2 8 1  a n d  i n  t h e  t h e o r y  o f  a n  i s o t r o p i c  p l a s m a  [ 2 9 ] .  

1 



w h e r e  2 = u / v ;  V = h + 2u; m 2  = 1 - a 2 p / v ;  2: = 1 - 0 2 p / l l ;  A =  X ( 5 ) ;  -P 
p = ~ ( 2 ) ;  p = p ( x ) ;  & a n d  0 a r e  p a r a m e t e r s  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  

(& -t 0 0 ) ;  E i s  a t w o - d i m e n s i o n a l  v e c t o r .  T h i s  s y s t e m  i s  o f  t h e  "con-  
n e c t e d "  t y p e ,  ; . e . ,  i t  c a n n o t  b e  r e d u c e d  d i r e c t l y  t o  two i n d e p e n d e n t  
e q u a t i o n s  of  s e c o n d  o r d e r .  I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  w r i t e  o u t  ( 1 . 2 )  i n  
t h e  f o r m  o f  a s y s t e m  

(1.3) 
z' = [ k A  (x, a) + B  ( x ) ]  2 

o f  f o u r  e q u a t i o n s  o f  f i r s t  o r d e r ,  a s s u m i n g  t h e  f o l l o w i n g :  

Here a n d  f u r t h e r ,  t h e  p r i m e  d e s i g n a t e s  d i f f e r e n t i a t i o n  by  x. 
We w i l l  c o n s i d e r  t h e  g e n e r a l  c a se  o f  a l i n e a r  s y s t e m  

3 

(1.4) 2' = kmA ( x ,  k ) Z  

o f  _n e q u a t i o n s  w i t h  a s q u a r e  m a t r i x  & ( E ,  k )  o f  g - t h  o r d e r ;  > 0 i s  
a n  i n t e g e r .  E q u a t i o n  (1.1) i s  a l s o  r e d u c e d  t o  a s y s t e m  of t h i s  
t y p e  ( E  = 2 ) :  

A s  r e g a r d s  t h e  m a t r i x  _ A ( _ x ,  k )  i n  (1.4)¶ w e  w i l l  a s sume  t h a t  i t  i s  
e x p a n d e d  i n t o  a s e r i e s  by  d e g r e e s  o f  k-': 

00 

A , V.  k )  = A, ( x )  k -  ', 
V==O 

T h i s  c a n  b e  c o n v e r g e n t  or a s y m p t o t i c .  Even i f  t h e  m a t r i c e s  _Av(x)  
a r e  a s sumed  t o  b e  smoo th  ( i . e . ,  h a v e  s e v e r a l  d e r i v a t i v e s ) ,  A(x, k )  
i s  c o n t i n u o u s .  

I t  i s  n a t u r a l  t o  a s sume  t h a t  t h e  h i g h e r  t e r m  i n  ( 1 . 5 )  h a s  mos t  
e f f e c t  o n  t h e  b e h a v i o r  of s o l u t i o n s  t o  ( 1 . 4 )  for k > >  1, ; . e . ,  t h a t  
t h e  m a t r i x  _A(_x ,  ,k) c a n  b e  r e p l a c e d  i n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  b y  + o ( x )  

(or a n y  m a t r i x  B ( _ x ,  k )  = A ( 2 )  tc Bv(x)k 
co 

- v  
) .  T h i s  i d e a  i s  d i r e c t e d  

vsl 
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i n  p a r t i c u l a r  t o  t h e  e x t e n s i v e l y  s t u d i e d  [ 4 - 9 1  e x a m p l e  o f  (1.1). 
A c t u a l l y ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  r e l i a b l e  i n  a s e n s e ,  - / 5  
a l t h o u g h  c l a r i f i c a t i o n s  a r e  n e e d e d  e v e n  t o  f i n d  t h e  f i r s t  a p p r o x i -  
m a t i o n .  M o r e o v e r ,  t h e  f o r m u l a s  ( a n d  c o r r e s p o n d i n g  p r o o f s )  d i f f e r  
g r e a t l y  i n  t h e  case when t h e r e  a r e  n o  r e v e r s a l  p o i n t s  i n  t h e  i n t e r -  
v a l  f o r  c h a n g e  i n  x u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ,  as  w e l l  as i n  t h e  case  when 
t h e r e  a r e  s u c h ;  i n  t h e  l a t t e r  ca se ,  t h e  p r o b l e m  i s  much more com- 
p l i c a t e d .  

I n  s t u d y i n g  t h e  a s y m p t o t i c s  of  s o l u t i o n s  t o  (1.4), t h e  e i g e n -  
v a l u e s  Xl(x>,  X , ( x > ,  ..., X n ( z )  o f  t h e  m a t r i x  ,Ag(x )  p l a y  a v e r y  
i m p o r t a n t  r o l e .  

The c a s e  when a l l  t h e  e i g e n - v a l u e s  a r e  d i f f e r e n t  i s  t h e  s i m -  
p l e s t :  

The c l a s s i c a l  B i r k h o f f - T a m a r k i n  t h e o r e m  [lo, 111 is f amous  f o r  t h i s  
c a se .  I t  w i l l  b e  f o r m u l a t e d  h e r e  f o r  = 1 a n d  a r e a l  x, [a,  b1 
f o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y .  

We w i l l  c a l l  2 t h e  i n f i n i t e ,  s i m p l e  c o n n e c t e d  r e g i o n  on  t h e  
c o m p l e x  & - p l a n e .  

B i r k h o f f - T a m a r k i n  Theorem.  L e t  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  b e  
f u l f i l l e d  i n  t h e  i n t e r v a l  a 5 ?: & ( 2 ,  # CQ ) :  (1) X i ( x )  # 
Xj(x), e # 2 ;  

- 
( 2 )  t h e  S r e g i o n  i s  s u c h  t h a t  

( 3 )  _Av(x)6 CN+’-‘[a, 21,  : . e . ,  
- N + 1 - v >-0  c o n t T n u o u s  d e r i v a t i v e s .  Then t h e r e  i s  a f u n d a m e n t a l  
m a t r i x  Z(_x,&) i n  t h e  i n t e r v a l  [a,b] f o r  ( 1 . 4 )  w h i c h  h a d  t h e  f o l l o w -  
i n g  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n  i n  t h e  s r e g i o n  a t  k + co 

t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  _A, h a v e  

(1.7) 

w h e r e  I O ( ~ )  ( d e t  ‘Jo(~) # 0 )  r e d u c e s  _ A g ( x )  t o  t h e  d i a g o n a l  f o r m  A ( 5 )  = 

1 a r e  c a l c u l a t e d  i n  t h e  fo rm o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  b y  t h e  r e c u r -  
r e n t  f o r m u l a s .  The e x p a n s i o n  o f  ( 1 . 7 )  i s  u n i f o r m  for [_a, &].  

- T ~ ~ i g Z g ,  t h e  d i a g o n a l  m a t r i x  V ( x )  a n d  t h e  m a t r i c e s  21, 12, ..., T N  - 

n 



T h e r e  i s  a s i m p l e  p r o o f 2  t o  t h e  g e n e r a l  t h e o r e m  ( a t  _m 2 
[12]. D i f f e r e n t  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h i s  t h e o r e m  c a n  b e  f o u n d  i n  
C13-151. With  t h e  a i d  o f  t h e  c l a s s i c a l  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s ,  I s o l v e d  
i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  p r o b l e m  o f  h i g h - f r e q u e n c y  s u r f a c e  waves  i n  a 
nonhomogeneous  e l a s t i c  s p a c e  [l]. 

1) i n  

/6 S e c t i o n  2 .  R e v e r s a l  P o i n t s .  D e c o m p o s i t i o n  M e t h o d  - 
The t e r m  " r e v e r s a l  p o i n t "  i s  u s e d  i n  d i f f e r e n t  s e n s e s  by  d i f -  

f e r e n t  a u t h o r s .  T h u s ,  a n y  p o i n t  on t h e  r e a l  a x i s ,  d u r i n g  t:he p a s -  
s a g e  t h r o u g h  which  t h e  n a t u r e  of s o l u t i o n s  g r e a t l y  c h a n g e s ,  i s  some- 
t i m e s  c a l l e d  t h e  r e v e r s a l  p o i n t .  I n  t h i s  s t u d y ,  t h e  t e r m  i.s u s e d  
i n  a n a r r o w e r  s e n s e .  

D e f i n i t i o n .  The p o i n t  20 i s  c a l l e d  t h e  r e v e r s a l  p o i n t  f o r  t h e  
s y s t e m  i n  (1.4) i f  two or more e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  &o(a) co-  
i n c i d e  a t  t h i s  p o i n t ,  w h i l e  a l l  t h e  e i g e n - v a l u e s  a r e  d i f f e r e n t  i n  
a c e r t a i n  n e i g h b o r h o o d  o f  50; & o ( n )  i s  c o n t i n u o u s . 3  

T h u s ,  v e r y  i n t e r e s t i n g  p r o b l e m s  l i n k e d  w i t h  t h e  p o l e s  a n d  o t h e r  
p a r t i c u l a r  p o i n t s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h i s  s y s t e m  a r e  e l i m i n a t e d  
f r o m  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .  The d e f i n i t i o n  o f  t h e  r e v e r s a l  p o i n t  u s e d  
h e r e  n a t u r a l l y  g e n e r a l i z e s  t h e  o r d i n a r y  d e f i n i t i o n  f o r  (1.1.). A c t u -  
a l l y ,  f o r  (1.1) h l  = i z ,  A 2  = -G, a n d  A ,  = A 2  o n l y  i f  1 = 0 .  

The a s y m p t o t i c  t h e o r y  f o r  (1.1) i n  r e g i o n s  c o n t a i n i n g  r e v e r s a l  
p o i n t s  i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e  a n d  h a s  b e e n  a n a l y z e d  i n  g r e a t  d e t a i l  
( c 4 - 9 ,  1 5 ,  161, e t c . ) .  A s i m i l a r  t h e o r y  f o r  g e n e r a l  s y s t e m s  h a s  
n o t  b e e n  d e v e l o p e d  t o  a g r e a t  e x t e n t  b e c a u s e  of  t h e  g r e a t  c o m p l e x i t y  
o f  t h e  p r o b l e m .  

The mos t  g e n e r a l  method for s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i s  
t h e  s o - c a l l e d  " d e c o m p o s i t i o n  method"  [17, 1 8 1 ,  wh ich  w i l l  be p r e -  
s e n t e d  b e l o w .  

L e t  u s  m a k e  a l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n ,  i . e . ,  

t h e n  

2 

i n  [12]: t h e r e  A w e  C N - l  i s  r e q u i r e d ,  f rom w h i c h  ( 1 . 7 )  i s  n o t  o b t a i n e d  
( a  c o r r e c t e d  f o r m u l a t i o n  i s  g i v e n  h e r e ) .  

I n a c c u r a c y  w a s  a l l o w e d  i n  t h e  p r o o f  a n d  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  

S e e  t h e  c a s e  o f  i d e n t i c a l l y  e q u a l  r o o t s  i n  [131. 
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E t  i s  f o u n d  t h a t ,  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  w e  c a n  s e l e c t  s u c h  a 
t r a n s f o r m a t i o n  o f  (2.1) t h a t  t h e  s y s t e m  i n  ( 2 . 2 )  i s  q u a s i - d i a g o n a l .  

Case 1. 5 6 i s  of  a f i n i t e  c o m p l e x  r e g i o n  We w i l l  c o n s i d e r  
Ai_x,L) t o  b e  r e g u l a r  i n  t h e  r e g i o n  - S E , ~ ~ I  2 k o  > 0,Iarg kl 
5 ' xu  > 0 ;  b , , ( x )  a r e  r e g u l a z -  a t  jz - ~ 0 1  E .  A S  i s  well known ( s e e  
r l q l ,  f o r  e x a m p l e ) ,  any  c o n s t a r , t  s q u a r e  m a t r i x  2 c a n  b e  r e d u c e d  hy 
sticti t r a n s f o r m a t i o n :  U - ~ C U  = 7 - t o  a c a n o n i c a l  J o r d a n  f o r m ,  i . e . ,  - -  

Here C i s  a q u a s i - d i a g c n a l  m a t r i x ,  w h i l e  t h e  num3er  2 o f  d i a g o n a l  
b l o c k s  ( c e l l s )  i s  e q u a l  t o  t h e  number o f  v a r t o u s  e i g e n - v a l u e s  o f  
t h e  m a t r i x  2 .  O b v i o u s l y ,  w e  c a n  c o n s i d e r  A o ( 5 0 )  t o  be r e d u z e d  t o  
t h e  LTord?n f o r m .  

C i h u y a  Theorem o n  C e c o m p o s i t i o n .  I n  a c e r t a i n  s u b d o m a i n  

T h e r e  i s  a r e g u l a r  n o n - s i n g u l a r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  (2.1) s u c h  t h a t  
t h e  m a t r i x  - B ( , x , & )  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s y s t e m  o f  ( 2 . 2 )  i s  q u a s i -  
d i a g o n a l ,  i . e . ,  

w h i l e  t h e  s t r u c t u r e  of  B(_x,k_) c o i n c i d e s  w i t h  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  
m a t r i x  Lo(x0). The  m a t r i c e s  _ P ( x , k )  a n d  F 3 i ( ~ , k )  < &  = 1, ..., 2 )  a r e  
e x p a n d e d  i n  t h e  d o m a i n  o f  ( 2 . 4 )  i n t o  a s y m p t o t i c  s e r i e s ,  i s ? . ,  

P ( x .  k )  - P*(X) k-",  
+ - C  

a n d  P o ( x 0 )  = E i s  a u n i . t  m a t r i x ,  w h i l e  P o ( x )  r e d u c e s  &0(x) t o  a 
q u a s T - d i a g o n a i  f o r m  o f  t h e  same s t r u c t u y e  as & o ( _ x o ) ;  t h e  r e m a i n i n g  
P ; ) ( x )  a n d  _ B v ( x )  a r e  c a l . c u l . a t e d  r e c u r r e n t l y .  PL1l t h e  m a t r i c e s  i n  
7 2 . 6 )  a r e  r e g u l a r  i n  ( 2 . 4 ) .  

t 
a 
t 
N 

w 
e m  (1 

s e l e  
i o n s  
0. i 
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i s  e q u a l  t o  t h e  m u l t i p l i c i t y  gi o f  t h e  e i g e n - v a l u e  X i ( ~ 0 ) .  

The S i b u y a  t h e o r e m  w a s  a p p l i e d ,  f o r  e x a m p l e ,  t o  t h e  s y s t e m  i n  
( 1 . 3 )  i n  [ 2 0 ] .  I n  t h e  case  of (1.3), t h e  r e v e r s a l  p o i n t s  z p ( u )  and  
- x s ( a )  s a t i s f i e d  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y :  

a = f v , ( x ) ,  a=  k v,(x).  

w h e r e  

The f o l l  w i n g  s y s t e m  
n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  p o i n t  

v; ( X )  = A* , q ( x ) = - .  P 
P 

of two e q u a t i o n s  i s  
- x p ( a )  a s  a r e s u l t  o f  

3, .x* = 

and two i n d i v i d u a l  s c a l e r  e q u a t i o n s ,  i . e . ,  

b t a i n e d  for t h e  
d e c o m p o s i t i o n :  

( 2 . 8 )  

Here  

/t The e q u a t i o n s  i n  ( 2 . 9 )  a r e  i n t e g r a t e d  d i r e c t l y ,  a n d  t h e  s y s t e m  of - 
( 2 . 8 )  i s  e a s i l y  r e d u c e d  t o  one  s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e  i n  
(1.1). 

A l t h o u g h  t h e  S i b u y a  t h e o r e m  i s  u n i v e r s a l ,  it h a s  a l o c a l  n a t u r e ,  
which  i s  i n c o n v e n i e n t  i n  p r a c t i c e .  I n  t h e  c a s e  o f  a r e a l  2 ,  decom- 
p o s i t i o n  o v e r  an  a r b i t r a r y  f i n i t e  i n t e r v a l  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  ( s e e  
r 1 7  , 2 1 1 ) .  

Case 2 .  ,x < [ s ,  b ]  for a r e a l  i n t e r v a l .  We w i l l  c o n s i d e r  t h a t  - A(_x,k)  a n d  &,(E) a r e  i n f i n i t e l y  d i f f e r e n t i a b l e  by 5 a n d  t h a t  t h e  
m a t r i x  Ao(x) h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t y :  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  
m a t r i x  A o ( , x )  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  g r o u p s  i n  s u c h  a way t h a t  t h e  e i g e n -  
v a l u e s  o f  o n e  g r o u p  ( f o r  a n y  s) a r e  n o t  e q u a l  t o  t h e  e i g e n - v a l u e s  
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of a n o t h e r  g r o u p  ( t h e  c o n d i t i o n  o f  S . F .  F e s h c h e n k o ) .  

With t h e s e  a s s u m p t i o n s 4 ,  t h e r e  i s  n o n - d e g e n e r a t e ,  i n f i n i t e l y  
d i f f e r e n t i a b l e  t r a n s f o r m a t L o n  o f  _P(_x,k) o v e r  t h e  e n t i r e  i n t e r v a l  
[a, h1, which  r e d u c e s  t h e  s y s t e m  o f  ( 1 . 4 )  i n t o  t h e  f o r m  o f  ( 2 . 2 )  
w i t h  a q u a s i - d i a g o n a l  mat r : lx ,  i . e . ,  

The m a t r i c e s  H(_x,k) a n d  B(;x,k) a r e  e x p a n d e d  i n t o  a s y m p t o t i c  s e r i e s  
w i t h  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  r e c u r r e n c e  f o r m u l a s .  The s t r u c -  
t u r e  of  B ( x , k )  i s  d e t e r m i n e d  b y  d i v i d i n g  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  
m a t r i x  A o ( x )  i n t o  g r o u p s :  If t h e r e  a r e  9; e i g e n - v a l u e s  i n  g r o u p  
No. i (i = 1, 2 ,  ..., s ) ,  - 

t h e n  t h e  f o l l o w i n g  s y s t e m - c e l l  c o r r e s p o n d s  t o  t h i s  g r o u p :  

a n d  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  g i o ( g )  c o i n c i d e  w i t h  ( 2 . 1 1 ) .  
Here a g a i n ,  as  i n  t h e  S i b u y a  t h e o r e m ,  t h e  m a t r i x  _ P o ( x )  r e d u c e s  t h e  
m a t r i x  40(&) t o  a q u a s i - d i a g o n a l  f o r m :  

( 2 . 1 3 )  

L e t  u s  e m p h a s i z e  t h e  v a r y i n g  n a t u r e  o f  d e c o m p o s i t i o n  i n  t h e  
complex  a n d  r e a l  cases :  i n  t h e  f i r s t  case  w e  a r e  e x a m i n i n g  t h e  t o -  
t a l  n e i g h b o r h o o d  o f  a n  i n d r v i d u a l  r e v e r s a l  p o i n t ,  a n d  i n  t h e  s e c o n d  
t h e r e  c a n  b e  a n y  c o i n c i d e n c e s  o f  e i g e n - v a l u e s  a t  a n y  number  o f  
p o i n t s  i n s i d e  t h e  g i v e n  g r o u p .  

The d e c o m p o s i t i o n  me thod  i s  n o t  a l w a y s  s u i t a b l e  f o r  p r a c t i c e ,  
s i n c e ,  f i r s t  o f  a l l ,  v e r y  s t r i n g e n t  c o n d f t i o n s  a r e  i m p o s e d  on _ A ( x , k )  
( r e g u l a r i t y  i n  t h e  complex  c a s e ,  i n f i n i t e  s m o o t h n e s s  i n  t h e  r e a l  
c a s e ) ;  s e c o n d l y ,  a f t e r  d e c o m p o s i t i o n  t h e r e  m u s t  b e  a s p e c i a l  s t u d y  
o f  t h e  decomposed  s y s t e m s ,  a n d  t h i s ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  i s  a com- 
p l i c a t e d  p r o b l e m  ( s e e  [ 2 2 - 2 4 ] ) ; 5  t h i r d l y ,  i n  o r d e r  t o  compute  t h e  
f u r t h e r  t e r m s  i n  e x p a n s i o n s  o f  t h e  s o l u t i o n s ,  w e  m u s t  make a l a r g e  
number  o f  c a l c u l a t i o n s ,  s i n c e  t h e  r e c u r r e n c e  f o r m u l a s  a p p e a r  t w i c e  - 
i n  o b t a i n i n g  t h e  decomposed  s y s t e m  a n d  i n  i t s  s o l u t i o n .  

/ 9  - 

4 And some a d d i t i o n a l  o n e s  w h i c h  w e  w i l l  n o t  f o r m u l a t e  h e r e  ( s e e  
C171 a n d  C 2 1 1 ) .  

I n  t h e  cases  e n c o u n t e r e d  i n  p r a c t i c e ,  t h e  decomposed  s y s t e m s  u s u -  
a l l y  h a v e  a s i m p l e  f o r m .  
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Somet imes  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s  c a n  b e  o b t a i n e d  w i t h o u t  t h e  d e -  
c o m p o s i t i o n  m e t h o d .  I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n ,  w e  w i l l  p r o v e  a 
t h e o r e m  w h f c h ,  i n  a s e n s e ,  i s  s i m i l a r  t o  t h e  c l a s s i c a l  o n e ,  f o r  t h e  
case o f  T h e  s o - c a l l e d  " s i m p l e s t "  r e v e r s a l .  p o i n t .  The me thod  f o r  
t h e  proof i s  a s t a n d a r d i z a t i o n  e q u a t i o n ;  a r e g u l a r   roof o f  t h e  
c l a s s i c a l  t h e o r e m  [12] i s  c a r r i e d  o u t  e s s e n t i a l l y  by t h e  s t a n d a r d -  
i z a t i o n  m e t h o d .  Some new i n s t a n c e s  a p p e a r  i n  t h e  p r o o f  g i v e n  b e l o w .  

S e c t i o n  3 .  U n i f o r m  A s y m p t o t i c s  i n  a Rea l  I n t e r v a l  
C o n t a i n i n g  t h e  S i m p l e s t  R e v e r s a l  P o i n t  

L e t  us c o n s i d e r  t h e  s y s t e m  

+ --* 

Z'= kA ( x ,  k )  Z 
( 3 . 1 )  

o f  > 1 e q u a t i o n s  w i t h  a s q u a r e  E x c o m p l e x - v a l u e  m a t r i x ,  con -  
t i n u o u s  o v e r  ( 5 , k j  i n  t h e  r e g i o n  2 s % s & ,  k i , ko  > 0 a n d  smoo th  
o v e r  2 for a f i x e d  & .  [ , e t  

( 3 . 2 )  

w i t h  smoo th  & , ( E )  [ t h e  s e r i e s  i n  ( 3 . 2 )  i s  c o n v e r g e n t  or a s y m p t o t i c ] .  
T h e  e i g e n - v a l u e s  o f  L o ( & )  w i l l  b e  X l ( x ) ,  ..., X n ( x ) .  - - 

D e f i n i t i o n .  A r e v e r s a l  p o i n t  x_ = 50 i s  c a l l e d  t h e  s i m p l e s t  
o n e  i f  t h e  f o l l o w i n g  h o l d  for 15 - 5 0 1  E :  

a j  4 W, A, (4 # k j  ( x ) ,  j =  3, 4, . . . , n; 
6 )  A,(x)Z)li(X)For i#j, i, j = 3 ,  1. ... , n; 

1 
C) P(x)=T [ k I ( ~ ) - k 2 ( ~ ) I 2 = ( x  -x , )p ,! .y)  yJ (X)#O, Imp (x)=o 

For (l.l), t h i s  d e f i n i t i o n  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  o r d i n a r y  d e f i n i -  
t i o n  o f  a s i m p l e  r e v e r s a l  p o i n t :  p ( 5 )  h a s  a s i m p l e  z e r o  for _x = 20. - 

We w i l l  a s s u m e ,  w i t h o u t  l o s i n g  t h e  g e n e r a l i t y ,  t h a t  50 = 0 ,  
a * 0 5 b a n d  PI(:) > 0 .  L e t  u s  make t h e  s y m m e t r i z i n g  t r a n s f o r m a t i o n  - - - 

Then t h e  s y s t e m  a c q u i r e s  a form 

;t N + -  u 

1 
A ( x ,  k )  - ()., + kz) E ]  Z = k A  (x,  k ) Z ,  

8 

(3.3)' 



We w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  ( 3 . 3 )  i s  a l r e a d y  d o n e ,  /10 
a n d  t h e n  Al(g)  5 - X , ( x _ ) .  O b v i o u s l y ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  of ( 3 . 3 )  
d o e s  n o t  c h a n g e  t h e  n a t u r e  o f  t h e  r e v e r s a l  p o i n t .  

S i n c e  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  & ( & )  a r e  d i v i d e d  i n t o  ( 9  - 1) g r o u p s :  
1 1  a n d  X 2 ;  A g ,  ..., A n ,  s u c h  t h a t  t h e  e i g e n - v a l u e s  c a n  c o i n c i d e  
o n l y  i n s i d e  t h e  g roup ,  t h e n ,  a s  i s  w e l l  known [ 1 7 ] ,  t h e r e  is a 
s m o o t h  n o n - s i n g u l a r  m a t r i x  LJo(x_ )  w h i c h  r e d u c e s  40(_x)  t o  a q u a s i - d i -  
a g o n a l  f o r m ,  i . e . ,  

(3.5) 

w h e r e  2 x 2 m a t r i x  S(x_) h a s  t h e  e i g e n - v a l u e s  A l ( x )  - a n d  A ~ ( x _ ) .  

L e t  u s  a t t e m p t  t o  r e d u c e  s ( 5 )  b y  s m o o t h  n o n - s i n g u l a r  t r a n s f o r m -  
a t i o n  o f  L _ ( x _ )  t o  t h e  f o l l o w i n g  s p e c i a l  f o r m :  

L e t  

2 S i n c e  A 1  E - A 2 ,  t h e n  s 4  f - sl, - s + s 2 s 3  z ~ ( 5 ) .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  * 

t h a t  w e  c a n  a s s u m e  t h e  f o l l o w i n g  ( f o r  a r b i t r a r y  a n d  s m o o t h  2 2 ,  2 4 ) :  

The  m a t r i x  o f  ( 3 . 7 )  i s  n o n - s i n g u l a r  i f  

I t  is e a s y  t o  show a s i m p l e  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  for t h e  e x i s t e n c e  
o f  a s m o o t h  n o n - s i n g u l a r  L_(x_): i f  . s 2 ( x _ )  # 0 ,  t h e n  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  
- 4  z -  - 1, 2 2  = 0 ;  if  2 3 ( , ~ )  # 0 ,  t h e n  2, = 0 ,  z 2  = 1.6 I f  5 2  a n d  2 3  
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c a n  v a n i s h ,  t h e n  t h e  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  a r e  c o m p l i c a t e d  a n d  we 
w i l l  n o t  d e r i v e  t h e m .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  
I s l l + l g 2 1 + 1 ~ 3 1 >  0 f o r  a l l  x [a,  b ] ;  i t  f o l l o w s ,  a n d  i s  e a s y  t o  
show,  t h a t  S(X,) i s  r e d u c e d  t o  t h e  fo rm o f  ( 3 . 6 )  l o c a l l y ,  ? . e . ,  i n  
t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  a n y  p o i n t  o f  C ? ,  51. 

T h u s ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
+ 4 --* 
2:- Uo [L; E ]  X = UX ( 3 . 9 )  

r e d u c e s  t h e  s y s t e m  o f  ( 3 . 1 )  t o  t h e  f o r m  o f  

w h e r e  

I n  t h e  m a t r i x  f o r m ,  ( 3 . 1 0 )  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 3 . 1 0 )  

On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  q u a s i - d i a g o n a l  m a t r i x  

W ( x ,  k ) =  [ y; ws, w,, . . * , wnl 
( 3 . 1 1 )  

s a t  i s  f i e s  t h e  d i f f e r e n t i a l  m a t r i x  e q u a t i o n  

if 

w h i l e  s a t i s f i e s  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  

(3.12) 

( 3 . 1 3 )  



S i n c e  ( 3 . 1 3 )  i s  a n  e q - i a t i o n  o f  t h e  t y p e  i n  (1.1) i n  a m a t r i x  
f o r m ,  w e  c a n  a s sume  t h e  f o l l o w i n g :  

Here A i * ( t _ )  a r e  l i n e a r l y  t n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  t h e  A i r y  e q u a t i o n  
A i ” ( t _ )  = z A i ( t - ) .  I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  t a k e  A i l ( t _ )  = s(L), A i 2 ( t _ )  = 
~ ( t ) ,  w h e r e  u_ a n d  a r e  A i r y  f u n c t i o n s  i n  t h e  d e f i n i t i o n  by V .  A .  
Fok C 2 5 1 .  

1 

The m a t r i x  e q u a t i o n  i n  ( 3 . 1 2 )  c a n  b e  c a l l e d  a s t a n d a r d  e q u a t i o n  
for t h e  o r i g i n a l  s y s t e m  o f  ( 3 . 1 )  or f o r  ( 3 . 1 0 a ) .  I t  c a n  b e  s e e n  
t h a t  ( 3 . 1 2 )  a n d  ( 3 . 1 0 a )  c o i n c i d e  i n  t h e  h i g h e r  t e r m s ;  h o w e v e r ,  t h i s  
i s  i n s u f f i c i e n t  e v e n  f o r  p r o o f  o f  t h e  c o i n c i d e n c e  o f  t h e  h i g h e r  
terms f o r  t h e  a s y m p t o t i c s  o f  s o l u t i o n s  t o  t h e s e  e q u a t i o n s .  M o r e o v e r ,  
i f  w e  e l i m i n a t e  B l ( x ) ,  t h e n ,  as  w i l l  b e  s e e n  b e l o w ,  e v e n  t h e  f i r s t  
t e r m  c h a n g e s  a s y m p t o t i c a l l y .  T h e r e f o r e ,  w e  w i l l  c o n s i d e r  a f o r m a l  
e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e :  

(3.14) 

H a v i n g  s u b s t i t u t e d  ( 3 . 1 4 )  i n t o  ( 3 . 1 0 a )  a n d  h a v i n g  e q u a t e d  t h e  c o e f -  
f i c i e n t s  f o r  i d e n t i c a l  d e g r e e s  k - l ,  w e  w i l l  o b t a i n  t h e  r e c u r r e n c e  
s y s t e m  

P, H, = HOPo, ( 3 . 1 5 )  

PI + P,+IHo - HoP,,i = 1: B - + I - ~ ~  - Pv-iH2, 
s-0 (3.16) v ,  here v=O, 1, 2, .._ ; P-,=d 

E q u a t i o n  ( 3 . 1 5 )  h a s  a m a t r i x  o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e  a s  a g e n e r a l  /12 
s o l u t i o n :  

(3.17) 

w i t h  a r b i t r a r y  a o ( x ) ,  B o ( 5 )  a n d  a o i ( x > ,  & = 3 ,  4 ,  . . . ,  n .  - - 
We w i l l  e x a m i n e  (3.16) by b l o c k s .  Each 2 x 2 m a t r i x  w i l l  b e  

d i v i d e d  i n t o  four b l o c k s ;  w e  will number t h e  b l o c k s  i n  t h e  f o l l o w i n g  



w a y :  

H e r e  E 0 1  a n d  , P v l  - a r e  m a t r i c e s  2 x 2 w i t h  e l e m e n t s  
( _ p V l ) i k ,  i, & = 1, 2 ;  E 0 2  = go3 = 0 .  - 

A t  v = 0 ,  ( 3 . 1 6 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  s y s t e m  o 
t h e  b l o c k s :  

e q u a t i o n s  - Jr 

We f i n d ,  i n  p a r t i c u l a r ,  f r o m  t h e  f o r c e  e q u a t i o n  i n  ( 3 . 1 8 )  t h a t  

The  n o n - d i a g o n a l  e l e m e n t s  E 1 4  a r e  d e t e r m i n e d  u n i q u e l y  f r o m  t h i s  
e q u a t i o n  i n  t e r m s  of  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i c e s  l312, H o b ,  a s  w e l l  
a s  t h e  a l r e a d y - k n o w n  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x   PO^. T h i s  p a r t  o f  t h e  
p r o c e d u r e  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c l a s s i c a l  o n e .  

The s e c o n d  e q u a t i o n  i n  ( 3 . 1 8 )  d e f i n e s  s i n g u l a r l y  i n  t e r m s  
o f  812,  H 0 1 ,  E o 4  a n d  2 0 4 ,  s i n c e  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  E 0 1  a r e  n o t  e q u a l  
t o  t h o s e  o f  H , o ~ . ~  For t h e  s a m e  r e a s o n ,  t h e  t h i r d  e q u a t i o n  i n  ( 3 . 1 8 )  
d e t e r m i n e s  313, if P o 1  i s  known. The m a t r i x  go1 c o n t a i n s  t h e  unknown 
f u n c t i o n s  “ 0  a n d  B o ;  w e  w i l l  f i n d  them f r o m  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  i n  
( 3 . 1 8 ) .  L e t  

t h e n  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  ( 3 . 1 8 )  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  s y s t e m :  

7 
I t  i s  w e l l  known t h a t ,  i f  t h e  s q u a r e  m a t r i c e s  V 1  a n d  V 2  d o  n o t  h a v e  

g e n e r a l  e i g e n - v a l u e s ,  t h e n  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  V l X  = X V 2  h a s  a u n i q u e  
s o l u t i o n  X = 0 ( s e e  [17], f o r  e x a m p l e ) .  
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/ ~ 1 3  Tnis ; - ? e i d s  t h e  f o l l o w i n g ,  i n  p a r t i c u l a r :  - 

:.;het-e g ( z )  is s m c o t n  if  ~ ( 2 )  a n d  EIll(5) a r e  s m o o t h  f u n c t i o n s .  We 
::n i l l i y e  r h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f i r s t  v e c t o r  f r o m  ( 3 . 2 2 )  as a n d  
t o  and o b t a i n  a ( s m o o t h )  _ F o l ( x ) .  T h e  f o l l o w i n g  a l s o  f o l l o w s  f rom 
i 3 . 2 9 ) :  

m i l  =HI + ai -bo - c,p9,,. 
2 = a1 - - b,po - ciaO 

xk!et>e a 1 ( ~ )  a n d  a , ( & )  a r e  s t i l l  a r b i t r a r y .  

F o r  ~,) = I, a n o n u n i f o r m  s y s t e m  o f  t h e  t y p e  i n  (3.211 i s  o b t a i n e d  
from t n e  f i r s t  b l o c k  o f  ( 3 . 1 6 )  f o r  al(&) a n d  61(~), w h i l e  t h e  f r e e  
t e r m  c o n t a P n s  t h e  a l r e a d y - k n o w n  f u n c t i o n s .  I t  f o l l o w s  from ( 3 . 2 2 )  
for .  t n e  b a s i c  m a t r i x  t h a t  t h e  n o n u n i f o r m  s y s t e m  has  a u n i q u e  s n o o t n  
* , - ' ~ , + ~ C J P  s c l u t i o n ,  i . e . ,  

( 3 . 2 3 )  

72   hers t is a f r e e  t e r m  of  t h e  n o n u n i f o r m  s y s t e m .  For t h e  r e s t ,  t h e  
[ : P O C ~ ? U ~ ~  f o r  -J = 1 r e p e a t s  t h e  p r o c e d u r e  w i t h  v = 0 .  F o r  v > 1, 
+ h e  a r g u m e n t s  a r e  s i m i l a r .  

. .  it 1 s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t ,  i f  t h e  i n i t i a l  s y s t e m  o f  ( 3 . 1 )  
h a s  i n f i n i t e l y  d i f f e r e n t i a b l e  c o e f f i c i e n t s ,  t h e n  a l l  t h e  c o e f f i c i e n t s  

t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  a r e  i n f i n i t e l y  d i f f e r e n t i a b l e ;  i f  (3.1) has 
f ; n i r e  s m o o t h n e s s ,  t h e n  o n l y  a f i n i t e  number  o f  c o n t i n u o u s  l X Q ( g j  c a n  
h e  f o u n d  ( t h i s  i s  s u f f i c i e n t  for our p u r p o s e s ) .  I n  o t h e r  words, 

L - I J  ( x j  6 cp'!-P[a, bl, i f  A , ( x )  6 c M - ~ c ~  , bl ( 0  s u ,  p s M I .  

i e t  u s  t u r n  t o  a j u s t i f i c a t i o n  o f  t h e  f o r m a l  e x p a n s i o n .  A s  
i i . j u a 1 ,  w e  w i l l  c o n s t r u c t  a n  a p p r o x i m a t i n g  s o l u t i o n ,  i . e . ,  
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I t  is e a s y  t o  s e e  t h a t  

( x )  k-' W ( x ,  

s a  t i s  f i  e s  

k ) ,  N > O .  

t h e  e q u a t i o  n 

( 3 . 2 4 )  

- /1 

N 

X' = (kA (x,  k )  $. k-NI' (x ,  k ) )  x, ( 3 . 2 5 )  

w h e r e  t h e  c o n t i n u o u s *  m a t r i x  r(x, k) = O ( 1 )  a t  k -t a. We s t i l l  show 
t h a t  t h e r e  i s  a r e a l  s o l u t i o n  z(~, &) t o  ( 3 . 1 0 a )  wh ich  i s  c l o s e  t o  
( 3 . 2 4 )  for k > >  1. 

L e t  u s  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l  e q u a t i o n  for X(x, - k) by t h e  
method o f  v a r i a t i o n  o f  c o n s t a n t s :  

( 3 . 2 6 )  

H e r e  (20 i s  a c o n s t a n t  m a t r i x ;  i n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  f r o m  a 
c e r t a i n  f i x e d  p o i n t  (for e a c h  co lumn o f  t h e  m a t r i x  & >  t o  a v a r i a b l e  
p o i n t  5 ;  p a r t  o f  t h e  a r g u m e n t s  of t h e  f u n c t i o n s  a r e  o m i t t e d  for t h e  
s a k e  o f  b r e v i t y .  

H a v i n g  i n t r o d u c e d  

x P ( x )  i P .  (x )k - ' , *  
Y= 

we w i l l  w r i t e  ( 3 . 2 6 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

k ( x )  = W ( x )  - k-" f W, ( x )  W-' ( x ' )  ?? ( x ' )  F(x')  dx' - 
(1 ( 3 . 2 7 )  

- k - " j  W , ( x )  W '  (.x')Y (x') F ( x ' ) d x ' .  
b 

H e r e  i t  i s  as sumed  t h a t  = E a n d  _W = 21 + y2; t h e  s p e c i f i c  d i v i s i o n  
o f  W_ i s  o n e  f o r  e a c h  - j ( s e e  b e l o w ) .  

I t  i s  a s sumed  t h a t  P, h a s  a s u f f i c i e n t  number  o f  d e r i v a t i v e s .  S i n c e  
r c o n t a i n s  P, a n d  P{ , t h e n  i t  i s  s u f f i c i e n t  t h a t  M = N + 1. 
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( 3 . 2 9 )  
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T h e r e f o p e ,  i t  f o l ~ l o w s  f r o m  ( 3 . 2 9 )  t h a t ,  for j=1, .. .,z, - 

( 3 . 3 0 )  

L e t  u s  now impose  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  o n  t h e  e i g e n - v a l u e s  
o f  &o(x): for a f i x e d  p a i r  o f  s u b s c r i p t s  A ,  1 = 1, 2 ,  . . . ,  - n ,  w i t h  

a l l  - x 6 [a, - 2 3 ,  

R e ( ' i - k j ) > O  ( or GO). 

/ 16 I t  i s  obvi .ous  t h a t  t h i s  i s  t h e  s a m e  c o n d i t i o n  as  t h e  s e c o n d  - 
c o n d i t i o n  i n  t h e  B i r k h o f f - T a m a r k i n  t h e o r e m .  B e c a u s e  o f  t h i s  con-  
d i t i o n ,  for a f i x e d  j ,  y = W_l + k l2  c a n  b e  d i v i d e d  i n  s u c h  a way t h a t  
a1.1 t h e  e x p o n e n t s  i n - t h e  c o r e  a r e  l i m i t e d  f o r  & + t 03 : i f  Re (Xi  - 

A j )  

- 

i 0 ,  t h e n  t h e  i - t h  co lumn o f  _W(x) w i l l  b e  p u t  u n d e r  t h e  s i g n  - 

0 ,  2 ( t h e  &-th column o f  i41 t h e n  c o n s i s t s  o f  z e r o s ) ;  i f  R e ( h i  - 
t h e n  the i - t h  zero co lumn i n  i n  F2 ( h e r e  t h e  p r o o f  d o e s - n o t  i f f e x %  
f r o m  t h a t  i n  t h e  c l a s s i c a l  c a s e ,  s e e  [ 1 2 ] ) .  F u r t h e r ,  t h e  f u n c t i o n  

l+(x')[-'$ c a n  b e  i n t e g r a t e d ,  
c o r e  h a v e  ( ~ o g e t h e r  w i t h  t h e  f a c t o r  k - b )  o r d e r  o f  &-I, w h i l e  t h e  
f r e e  t e r m  i s  l i m i t e d .  The me thod  o f  s u c c e s s i v e  e q u a t i o n s  i m m e d i a t e l y  
l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s :  

a n d  t h e r e f o r e  t h e  i n t e g r a l s  f r o m  t h e  

4 w (x ,  k )  = 73 (x ,  k )  ( x ,  k )  + 0 ( k  -"), 
4 

F j ( x ,  k )  = G q x ,  k ) + O ( k - N ) w j ( x ,  k ) ,  

(3.31) 

( 3 . 3 2 )  

or 



w h i c h  a r e  v a l i d  for j = 1, 2 ,  ..., n ;  3 S 2 5 2 .  For j = 3 ,  4 ,  ..., 
n ,  ( 3 . 3 3 )  means t h a t -  

- - 
- 

t r = o  I 
( 3 . 3 4 1  

f ? ~ i n g  t h e  v e c t o r s  j : I / y j ,  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  t h a t  ( 3 . 3 4 )  i s  a l s o  
. ; z l ? d  f o r  j = 1, 2 a t  x 5 % - ( t h e  f u n c t i o n s  y 1 , 2  d o  n o t  h a v e  z e r o s  
x t  5 2 ( 3 ) .  
1 3 .  3 3 1  t h a t ,  i n  t h e  ca se  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ,  

- 
4t 5 2 0 ,  T W 1 , 2 I  ~ k ~ / ~ .  T h e r e f z r e ,  i t  f o l i o w s  from 

r r  ! hus,  w e  h a v e  o b t a i n e d  the t h e o r e m .  

Theorem.  I f :  (1) t h e  p o i n t  5 = 0 i s  u n i q u e  a n d  t h e  s i m p l e s t  

r2‘Vsrsal  p o i n t  i n  t h e  i n t e r v a l  3 cs, A ] ;  ( 2 )  R e ( X i  - X j )  do n o t  

chance s i g n  (2 a n d  - j a r e  f i x e d ) ;  ( 3 )  & , ( E )  cgtl-v[a, b; ( 4 )  t h e  

n ~ i t r i x  2(x) is r e d u c e d  to t h e  f o r m  o f  (3.61, - h e n  t h e  b a s i c  m a t r L x  
i h f  (3.1) has a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n  d e t e r p i n e d  b y  ( 3 . 3 3 ) - ( 3 . 3 5 )  f o r  
1 -+ 4- a. 

Eased o n  ( 3 . 3 3 3  anti u s i n g  t h e  o b v i o u s  e q u a l i t y  0 < k-li6 + ) Q  
( X I /  - ’i4 2 2 ,  i t  i s  easj- t o  o b t a i n  trle a s y m p t o t i c  f o r m u l a  f o r  t h e  
- % s i c _  m a t r i x  

- 

- 

r i h l c h  i s  v a l i d  for a l l  22 e [a, h].  I t  follows from t h i s  f o r m u l a ,  
i n  p a r t i c u l a r ,  t h a t  a t  xi 5 E: > 0 ,  

N- 1 
Z(x,  k)‘== U ( x )  (E P., ( x )  k-’ + 0 (k-”)  

v - 0  ( 3 . 3 7 )  

i t  a l s o  follows f r o m  ( 3 . , 3 6 )  t h a t  a t  a s 5 s  b ,  

Z ( x ,  k )  = U ( x )  P” (x)k- ’+  0 ( k-’v+l w (x ,  k) .  1::: 4 ( 3 . 3 8 )  
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F o r m u l a s  o f  t h e  t y p e  i n  ( 3 . 3 7 )  a n d  ( 3 . 3 8 1 ,  wh ich  were  p r o v e n  
i n  [ 2 ]  for t h e  s y s t e m  o f  ( 1 . 3 ) ,  w e r e  u s e d  t h e r e  i n  o r d e r  t o  i n v e s t i -  
g a t e  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  n a t u r a l  v i b r a t i o n s  o f  a nonhomogeneous  e l a s -  
t i c  f i l m .  I t  w a s  f o u n d  i n  t h i s  s t u d y  t h a t  t h e  p r e s e n c e  o f  a r e v e r -  
s a l  p o i n t  c a u s e s  t h e  a r i s a l  o f  " q u a s i - i n t e r s e c t i o n "  o f  t h e  d i s p e r s i o n  
c u r v e s ,  i . e . ,  r e s o n a n c e  f r e q u e n c i e s  o f  t h e i r  own t y p e .  

F i  n a l  C o m m e n t s  

1. I f  t h e  r e v e r s a l  p o i n t  5 = 0 i s  n o t  s i m p l e ,  i . e . ,  ( A 1  - = a 5 Q ~ ( x ) ,  0 < a t! 1, t h e n  w e  c a n  a c t  i n  a s i m i l a r  way,  u s i n g  t h e  s o -  
l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n  - y'' - - k 2 x a p l ( E ) y  = 0 i n  o r d e r  t o  c o n s t r u c t  
t h e  s t a n d a r d  e q u a t i o n s ;  t h i s  e q u a t i o n  G a s  s t u d i e d  i n  [ 8 ] .  

2 .  I n  some cases  a n  i n f i n i t e  5 - i n t e r v a l  mus t  b e  i n v e s t i g a t e d ,  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  g e n e r a l i z a t i o n  of  t h a t  p r o p o s e d  i n  S e c t i o n  1 c a n  
b e  f o u n d  i n  [14, 1 5 1 .  T h a t  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  3 c a n  a l s o  b e  e x -  
panded  for t h i s  c a s e ,  a n d  i n  t h i s  r e g a r d  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  mus t  b e  
imposed  o n  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  m a t r i c e s  A Y ( 5 >  f o r  ~f-  -+ cu. 
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P R O P A G A T I O N  OF E L E C T R O M A G N E T I C  N A V E S  I N  P L A F ! E S  A N D  
S P H E R I C A L  I M P E D A N C E  W A V E G U I D E S  

P a r t  I. C o n s t r u c t i o n  o f  tGie ? o i u t i a n  

G . I .  " l a k a r o v  a n d  V . V .  P ! o v i k o v  

. .  

f 

1 

1 

/ 1. 7 

5:hich t r e a t  -:he D r o b l e m s  o f  3 r a o a i : a t i o n  o f  s i lpr t r long:  radio- 
2 cil~rfaic=. :.ravezuLde c h a n n e l  [ ? - 5 1  f o r m e d  31,; t h e  ' ~ i i r f 3 r e  of 

h s ~ d  t h e  i o n o s ? h e r e .  $. f o r m u l a t i s n  ~f p r o b l e r i a  0 t h i s  
t e r m s  of i m g e d a n c e  i s  c o n v e n i e n t  i n  t h a t  i t  g e r m i t s  a c o n -  
o n  q f  t h e  s t r i l e t i i r e  of tihe Ear7t .h  hn? t h e  i o n s c D h e r e  :rhich 
nif,.r)rm i n  de?l:h, as ire11 d s  t h e  anisotropic n a t l i r e  o f  t h e  
whFn  n e c s s s a r - 7 ,  v h i c h  is rather s i n p l e  b u t  n o t  ~ n t i r e l ~ r  
from t h e  m a t h e m a t i c a l  D o i n t  o f  vie: . : .  

. , . i f11  b e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  r e t a n d  ~ r c u p  of ~ r c h L e n s ,  a n d  we 
i t  o u r s e l v e s  t o  a n  i r v e s t  i g a t  ion o f  : , raveguides  f Q r r n e . 5  5 . i  
l l e l  p l a n e s  O F  two c o n c e n t r i c  s p b . e r e s .  Gie d i v i d ? d  t h i s  
o t h r e e  i n d e p e n d e n t  c a r t s  f o r  t h e   sa!^^ o f  c o n v e n i e n c e  Ln 

Irk t h e  f i r s t :  p a r t  <;re 7 r i l . L  d i s c u s s  g : ens r= . l  c o ~ c e ~ t s  or! 
of  c o n s t r u c t i n g  the s o l u t i o n ,  a n d  -*re - . r i l l  c o n s t r r u c t  a F o r -  
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m a l  s o l u t i o n  by t h e  me thod  o f  n o r m a l  waves.  The s e c o n d  a n d  t h i r d  
p a r t s  o f  t h e  s t u d y  w i l l  t r e a t  t h e  p r o b l e m s  of  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  
t h e  p r o b l e m ,  u s i n g  o n e  o f  t h e  v a r i a t i o n  m e t h o d s  (me thod  o f  i n s t a n c e s )  
a n d  a s t u d y  o f  t h e  f i e l d s  i n  p l a n e  and  s D h e r i c a 1  w a v e g u i d e s .  / 2 0  

S e c t i o n  1. Y e t h o d s  o f  C o n s t r u c t i n q  t h e  S o l u t i o n  

The  s n l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  of  a f i e l d  o f  g i v e n  s o u r c e s  i n  
w a v e g u i d e s  o f  t h e  s i m p l e s t  g e o m e t r i c  s h a p e ,  when t h e  w a l l s  o f  t h e  
w a v e g u i d e s  c o i n c i d e  w i t h  t h e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  a n d  t h e r e  i s  s e p a -  
r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m ,  
w a s  u s e d  t o  c o n s t r u c t  e a c h  o f  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m s .  

1. The g i v e n  s y s t e m  o f  s o u r c e s  i s  e x p a n d e d  by  e i g e n - f u n c t i o n s  
o f  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  l o n g i t u -  
d i n a l  c o o r d i n a t e ,  w h i c h  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  w a v e g u i d e  a x i s .  I n  
t h i s  r e g a r d ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i s  a l s o  r e p r e s e n - c e d  i n  t h e  
f o r m  o f  e x p a n s i o n  by  e i g e n - f u n c t i o n s  o f  t h i s  o p e r a t o r .  I t  c a n  b e  
s e e n  t h a t  t h i s  f o r m  o f  t h e  s o l u t i o n  i s  m o s t  c o n v e n i e n t  for i n v e s -  
t i g a t i n g  i t  a t  r e l a t i v e l y  s m a l l  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  s o u r c e .  U s i n g  
t h i s ,  a f t e r  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f o r m a t i o n  w e  h a v e  a s o l u t i o n  i n  t h e  
f o r m  o f  t h e  sum o f  waves  r e f l e c t e d  o n c e  a n d  r e p e a t e d l y  f r o m  t h e  
s u r f a c e  o f  t h e  e a r t h  a n d  t h e  i o n o s p h e r e .  The a s y m p t o t j c  e x p r e s s i o n s  
f o r  t h e s e  waves  c o r r e s p o n d  t o  a g e o m e t r i c - o p t i c a l  image  i n  t h e  
i l l u m i n a t e d  r e g i o n ,  a n d  d i f f r a c t i o n  beams i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  
penumbra  a n d  t h e  umbra.  

2 .  S p e c t r a l  e x p a n s i o n s  o f  t h e  s o u r c e  and  f i e l d s  a r e  c o n s t r u c t e d  
a c c o r d i n g  t o  t h e  e i g e n - f u n c t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r  c r e a t e d  by  t h e  
t r a n s v e r s e  c o o r d i n a t e .  I n  t h i s  r e g a r d ,  o n e  o f  t h e  t r a n s v e r s e  
c o o r d i n a t e s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  t o  b e  c y c l i c a l ,  s o  t h a t  t h e  c o r r e s -  
p o n d i n g  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  w i l l  b e  a n  o r d i n a r y  o n e .  U s i n g  t h e  
t e r m i n o l o g y  o f  P .  Ye. K r a s n u s h k i n ,  w e  w i l l  c a l l  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  a n  e x p a n s i o n  by n o r m a l  waves  ( m o d e s ) .  For- 
m u l a s  o f  t h i s  t y p e  a r e  p a r t i c u l a r l y  c o n v e n i e n t  i f  t h e  o b s e r v a t i o n  
s i t e  i s  s u f f i c i e n t l y  r emoved  f r o m  t h e  s o u r c e .  

bJe s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  b o t h  f o r m s  o f  t h e  s o l u t i o n  a r e  e q u i v a -  
l e n t  t o  e a c h  o t h e r  a n d  e x p a n s i o n  of t h e  s o l u t i o n  b y  normal waves 
c a n  b e  o b t a i n e d  from e x p a n s i o n  of t h e  f i r s t  t y p e  w i t h  t h e  a i d  o f  
i n t e g r a l  t r a n s f o r m a t i o n .  I n  t h e  c a s e  of a s p e r i c a l  w a v e g u i d e ,  t h i s  
t r a n s f o r m a t i o n  i s  c a l l e d  a Watson  t r a n s f o r m a t i o n .  The  Watson  t r a n s -  
f o r m a t i o n  i s  o f t e n  u s e d  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  e x p a n s i o n  o f  t h e  
s o l u t i o n  by n o r m a l  waves f r o m  a n  e x p a n s i o n  of t h e  f i r s t  t y p e  i n  
t h o s e  c a s e s  when a d i r e c t  a p p r o a c h  i s  c o m p l i c a t e d  for some r e a s o n  
( f o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  case  o f  t h e  i o n o s o t r o p i c  i o n o s p h e r e ) .  

I n  t h e  f u t u r e ,  w e  w i l l  c o n s i d e r  o n l y  e x p a n s i o n  by n o r m a l  w a v e s .  
The b a s i c  d i f f i c u l t y  i n  t h i s  r e g a r d  i s  t o  f i n d  i n  t h e  e i g e n - v a l u e s  
o f  t h e  t r a n s v e r s e  o p e r a t o r  of t h e  p r o b l e m .  I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e m ,  
i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  a c o m p l e x  t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  w h i c h  
c o n t a i n s  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  i n  t h e  ca se  o f  a s p h e r i c a l  



waveguide [SI. T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  s o l v e d  o n l y  when n u m e r i c a l  
m e t h o d s  a r e  i n v o l v e d .  T f - e  n e e d  for u s i n g  n u m e r i c a l  m e t h o d s  c o m p l i -  
c a t e s  i n v e s t i g a t i o n s  a n d  d o e s  n o t  m a k e  i t  p o s s i b l e  t o  e x p l a i n  t h e  
q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  tf-.e p r o p a g a t i o n  p r o c e s s e s  a n d  t h e i r  p r i n c i -  
p a l  l a w s  w i t h  s u f f i c i e n t  s i m p l i c i t y .  I n  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  p a r t s  
of t h i s  work, w e  a t t e m p t e d  t o  c o n s t r u c t  a p p r o x i m a t i v e  s o l u t i o n s  i n  
a c l o s e d  a n a l y t i c a l  f o r m  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  me thod  o f  i n s t a n c e s .  
I n  t h i s  r e g a r d ,  w e  w i l l  n o t  t r y  t o  o b t a i n  a p p r o x i m a t i n g  e x p r e s s i o n s  
o f  h i g h  a c c u r a c y ,  b u t  w e  w i l l  l o o k  f o r  r e l a t i v e l y  s i m p l e  a n a l y t i -  
c a l  f o r m u l a s  f o r  t h e  e i g e n - v a l u e s  w h i c h  d e s c r i b e  t h e  c h a r a c t e r  o f  
t h e  s o l u t i o n  q u a l i t a t i v e l y .  

I ,  The p o s s i b i l i t y  o f  u s i n g  v a r i a -  
t i o n  m e t h o d s  i n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  

c u m s t a n c e .  I n  t h e  c a s e  o f  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  o f  t h e  impedance  t y p e ,  t h e  
t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i s  
h a l f - l i m i t e d  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  man- 
n e r  by a n  o u t l i n e d  H i l b e r t  s p a c e .  I f  
i t  i s  e x p a n d e d  a n d  t h e  G r e e n  f u n c t i o n s  
o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  a r e  u s e d ,  
t h e n  w e  c a n  c o n v e r t  t o  a n  i n t e g r a l  
e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  f r o m  t h e  

F i g .  1. d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w i t h  i m p e d a n c e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  The i n t e g r a l  

.. h p r o b l e m  i s  d u e  t o  t h e  f o l l o w i n g  c i r -  - 

o p e r a t o r  o b t a i n e d  h e r e  i:; f o u n d  t o  b e  n o t  o n l y  l i m i t e d  b u t  a l s o  com- 
p l e t e l y  c o n t i n u o u s ,  w h i c h  g u a r a n t e e s  d i s c r e t e n e s s  i n  t h e  s p e c t r u m  
o f  t h e  p r o b l e m  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n .  T h i s  a l s o  p e r m i t s  u s  t o  u s e  
d i r e c t  v a r i a t i o n  m e t h o d s  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m :  t h e  G a l e r k i n  
method C71 or t h e  me thod  o f  i n s t a n c e s  [ 8 ] .  

S e c t i o n  2 .  C o n s t r u c t i o n  o f  t h e  S o l u t i o n  f o r  a 
P l a n e  ! , l a v e g u i d e  

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  
b i p o l e  u s e d  b e t w e e n  two h o r i z o n t . a l  p a r a l l e l  p l a n e s  z = 0 a n d  z = h 
( F i g .  11, w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  E a r c h  and  t h a t  o f  
t h e  i o n o s p h e r e .  CJe w i l l  c o n s i d e r  t h a t  i m p e d a n c e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e  a r e  f u l f i l l e d  o n  t h e s e  s u r f a c e s :  

/ 2 2  - w h e r e  E ,  a n d  H, a r e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d ;  ZSur i s  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  o f  t h e  E a r t h  or i o n o s p h e r e ,  
a n d  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  c o o r d i n a t e s .  The  medium c o n s t i t u t i n g  
t h e  r e g i o n  b e t w e e n  s u r f a c e s  i s  a s s u m e d  t o  b e  i s o t r o p i c  a n d  h a s  a 
r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  a t  E m  w h i c h  d e p e n d s  on  t h e  v e r t i c a l  c o o r d i -  
n a t e  z .  
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The p r o b l e m  a m o u n t s  T o  a c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  Wax- 
w e l l i a n  e q u a t i o n s  for t h e  c o r r e s p o n d i n g  b o u n d a r v  c o n d i t i o n s  o f  ( 1 ) .  
J n  t h e  c a s e  u n d e r  i n v e s t i z a t i o n ,  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  c o n t a i n s  
Lhree  c o m p o n e n t s  - Ha, E Z  a n d  E r ,  w h i l e  E, a n d  E ,  a r e  e x r l r e s s e d  i n  
term? of  H jl, i .e., 

i ~ h e r e  H Q  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n P  e q u a t i o n :  

Here t h e  f o l l o w i n g  d e s i g n a t i o n s  a r e  u s e d :  x = k z ;  p = kr, o r  d i -  
m e n s i o n l e s s  c o o r d i n a t e s :  k = g, o r  t h e  wave number  u n d e r  vacuum;  

E o  =@, o r  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  vacuum i m p e d a n c e ;  E O  a n d  u0 a r e  

t h e  p e r m i t t i v i t y  a n d  m a g n e t i c  s u s c e p t i b i l i t y  o f  t h e  vacuum 
( e o  = 8,854-10-12 F/m, ~0 = 4 H/m); j i s  t h e  v o l u m e  d e n s i t v  
of e x t r a n e o u s  v e r t i c a l  c u r r e n t s .  

c 

€ 0  

The b o u n d a r v  c o n d i t i o n s  o f  (I) h a v e  t h e  f o l l o w i n g  fo rm f o r  H4, 
c o n s  i d e r i n g  ( 2 )  : 

I n  ( 4 )  t h e  v a l u e s  6 g  a n d  6 ;  a r e  r e d u c e d  surface i m p e d a n c e s  o f  t h e  
E a r t h  a n d  i o n o s p h e r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  : . e . ,  

We a r e  u s i n g  t h e  I n t e r n a t i o n a l  S y s t e m  of  U n i t s  a n d  a r e  e x a m i n i n g  
a s t a t i o n a r y  r e g i m e  c o r r e s p o n d i n g  t o  a h a r m o n i c  d e p e n d e n c e  o n  t i m e  
o f  t h e  t y p e  e - i w t .  
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- 
i . : o r1 i e , ?~ l ipn t l - . 7 ,  t h i s  n r o b l e n i  i s  r e d u c e d  t o  t h e  c o n s t r u c t  i o n  g f  a s o l u -  
: i c j r i  t o  t h e  e q u a t i o n  

L,Z + L pZ = 

titiJer the b o u n d a r - i  c o n d i t i o n s  o f  

- .') 3 , -  , f n  (6) a n d  ( 7 )  L, = - t t ! , ( x )  i s  t h e  t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  opera- 
1 :3 

t o r ;  rJo = -. -. - p + 1 i s  t h e  l o n g i t u d i n a l  d i f f e r e n t i a l  

o p e r a t o r ;  

7 c )  p ,713 

u n d e r  t h e  boundar : i  c o n d i t i o n s  o f  
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1 

k G  
I$ = - i s  t h e  s o u r c e  f u n c t i o n ;  

I n  t h e  case  o f  a homogeneous  medium w i t h  E m  = 1, t h e  f o l l o w i n g  e q u a -  
t i o n  h o l d s  : 

I n  c o n s t r u c t i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  ( 6 ) ,  w e  w i l l  b a s e  o u r  a r g u -  
m e n t s  on t h e  e i g e n - f u n c t i o n s  I-ln o f  t h e  t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  
o p e r a t  i o n  

w h e r e  t h e  v a l u e  - p n  i s  a n  e i g e n - v a l u e .  

The o p e r a t o r  L,, wh ich  i s  n o t  s e l f - c o n j u g a t e ,  h a s  a p o i n t  s p e c -  
t r u m  [ S I  a n d  i t s  e i g e n - f u n c t i o n s  a r e  o r t h o g o n a l  t o  t h e  e i g e n - f u n c -  
t i o n s  o f  t h e  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  u i ,  s o  t h a t  1 

B 
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I n  t h i s  c a s e ,  t h e  e i g e n - v a l u e s  a n d  e i g e n - f u n c t i o n s  o f  t h e  c o n j u g a t e  /24 
o p e r a t o r  c o i n c i d e  w i t h  t h e  c o m p l e x - c o n j u g a t e  e i g e n - v a l u e s  a n d  e i g e n -  
f u n c t i o n s  o f  t h e  i n i t i a l  o p e r a t o r ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n  o f  o r t h o g o n a -  
l i t y  u l t i m a t e l y  a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

- i  (u,, Ul,) = (u,, u,) = u,u,dx = 0 f o r  n # m. 

We w i l l  l o o k  for a s o l u t i o n  t o  t h e  i n i t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a -  
t i o n  i n  (6) i n  t h e  forrr! o f  a n  e x  a n s i o n  by  e i g e n - f u n c t i o n s  of t h e  
t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  8 , ; . e . ,  

where  a n  ( p )  a r e  c e r t a i n  s t i l l  unknown c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  e x p a n -  
s i o n .  Hav ing  s u b s t i t u t e d  t h e  s e r i e s  i n  (10) i n t o  (6) a n d  h a v i n g  
u s e d  t h e  c o n d i t i o n  o f  o r t h o g o n a l i t y  i n  ( 9 ) ,  we w i l l  a r r i v e  a t  a n  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  for d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  of  
e x p a n s i o n  an  ( p ) ,  i . e . ,  

w h e r e  

I n  f i n d i n g  t h e  s o L u t i o n  t o  (II), we w i l l  f i r s t  s e l e c t  a s  a 
s o u r c e  a r i n g  o f  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e s  a r r a n g e d  a t  r = ro and 
z = z o ,  : . e . ,  w e  w i l l  a s s u m e  t h a t  

L We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  o p e r a t o r  L x  h a s  a s i m p l e  s n e c t r u m .  I n  
t h e  c a s e  o f  a m u l t i p l e  s p e c t r u m  t h e  e x p a n s i o n  w i l l  h a v e  a more  com- 
p l e x  a p p e a r a n c e  C111. 
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Here  (5 ( x )  i s  a d e l t a - f u n c t i o n ,  w h i l e  I h  = J j d V ,  w h e r e  I c a n  mean 
t h e  maximum v a l u e  of  t h e  c u r r e n t ,  a n d  HRgmeans t h e  e f f e c t i v e  h e i g h t  
o f  t h e  a n t e n n a .  We w i l l  c o n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  b y  t h e  L a g r a n g e  
m e t h o d .  The s o l u t i - o n  s h o u l d  b e  l i m i t e d  a t  p = 0 a n d  p = w, w h i c h  
is n e c e s s d . r y  t o  s e l e c t  a B e s s e l  f u n c t i o n  a n d  a H a n k e l  f u n c t i o n  a s  
l i n e a r  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  t h e  u n i f o r m  e q u a t i o n  i n  (11): 

Each  o f  t h e s e  s a t i s f y  o n e  o f  t h e  c o n d i t i o n s .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  
s o l u t i o n  t o  ( 1 1 )  i s  c o n s t r u c t e d  i n  a s t a n d a r d  m a n n e r .  With ro i n  
t h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  t e n d i n g  t o  0 ,  w e  w i l l  u l t i m a t e l y  f i n d  t h e  
e x p r e s s i o n  o f  i n t e r e s t  t o  u s  f o r  a n  ( 0 )  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o u r c e  
i n  t h e  form o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  a t  t h e  p o i n t  r = 0 a n d  
z = 2 0 :  

The e x p r e s s i o n  f o r  an ( p ) ,  t o g e t h e r  w i t h  (10) a n d  ( 5 1 ,  make i t  p o s -  
s i b l e  t o  w r i t e  o u t  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  c o m p o n e n t  
K,+ i n  t h e  t o r m  o f  e x p a n s i o n  b y  n o r m a l  w a v e s .  The s o l u t i o n  con-  
s t r u c t e d  s h o u l d  b e  u n d e r s t o o d  i n  a g e n e r a l  s e n s e .  

S i n c e  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  component  H.+, h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  
t h e r e  a r e  no  d i f f i c u l t i e s  i n  f i n d i n g  t h e  e x p r e s s i o n  for o r h e r  f i e l d  
e x p o n e n t s  a c c o r d i n g  t o  ( 2 ) .  I n  a p p l i c a t i o n ,  t h e  v e r t i c a l  compo- 
n e n t  o f  t h e  e l e c t r i c a l  f i e l d  i s  o f  g r e a t e s t  i n t e r e s t ;  e x p a n s i o n  
by n o r m a l  waves f9 r  t h i s  c o m p o n e n t  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

/ 2 5  
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t f  rhe q h q e r v a t i o n  s i t e  i s  s u f f i c i e n t l y  removed from rhe s o u r c e ,  
3 n   ha^ There i s  a n  i n e q u a l i r y  

.‘f, ( 0 )  
2 . -.. i 1.F 

.?-i rkLe s o - c a l l e d  c o e f f i c i e n t  o f  e x c i t a t i o n  o f  the! n - t h  normal : ~ r ? v ?  

irllo.ile): 
I 

i 17 j 

z.5 rhe a l t i t u d e  f a c t o r .  

I r  f o L l o w s  from ( 1 4 )  t h a t  t h e  ~ h a s e  v e 1 o c i t ; r  o f  t h e  n - t k  msde  
+long the Earth’s s u r f a c e  i s  e q u a l  t o  



The c h a n g e  i n  a m p l i t u d e  o f  a s i n g l e  n o r m a l  wave i n  d e p e n d e n c e  on  
t h e  d i s t a n c e  i s  c a u s e d  f i r s t  of a l l ,  by  t h e  c y l i n d r i c a l  d i v e r g e n c e  / 2 6  
o f  t h e  wave ( f a c t o r  o f  1/47] a n d ,  s e c o n d l y ,  by  e x p o n e n t i a l  a t t e n u a -  
t i o n  ( e - a n r )  b e c a u s e  o f  e n e r g y  l o s s e s  d u e  t o  t h e  i m p e d a n c e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  ( a b s o r p t i o n  o f  e n e r g y  on t h e  E a r t h  a n d  i o n o s p h e r e ) .  The 
c o e f f i c i e n t  o f  a t t e n u a t i o n  a n  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  f o l l o w i n g  ex -  
p r e s s  i o n :  

- 

- -- 
a,, = k In1 S, = k Im 1, 1 -- (19 I 

The e x p r e s s i o n s  i n  (13) and  ( 1 4 )  r e p r e s e n t  a f o r m a l  s o l u t i o n  
i n  t h e  f o r m  o f  e x p a n s i o n  by  n o r m a l  waves.  F o r  a f u r t h e r  s t u d y  o f  
t h e  s o l u t i o n  w e  m u s t  d e t e r m i n e  t h e  e i g e n - f u n c t i o n s  u n  (x) and  t h e  
e i g e n - v a l u e s  - Un o f  t h e  t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r ,  c . f .  
( 8 ) .  T h i s  i s  u s u a l l y  done  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  

We w i l l  assume t h a t  w e  know two l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  
t o  t h e  e q u a t i o n  

w h i c h  w e  w i l l  c a l l  

T h u s ,  i n  t h e  case  o f  a homogenuous  a t m o s p h e r e  (Em = 11, s u c h  s o l u -  
t i o n s  a r e  t r i g o n o m e t r i c a l  f u n c t i o n s ,  i . e . ,  

We w i l l  look f o r  t h e  e i g e n - f u n c t i o n  un  i n  t h e  f o r m  o f  a l i n e a r  com- 
b i n a t i o n ,  ; . e . ,  
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Having  s u b s t i t u t e d  ( 2 0 )  i n t o  t h e  b o u n d a r v  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  o p e r -  
a t o r  L x ,  c . f .  ( 8 1 ,  w e  w i l l  o b t a i n  a s y s t e m  o f  two u n i f o r m  a l g e -  
b r a i c  e q u a t i o n s  r e l a t i v e  t o  C 1  a n d  C 2 .  I n  o r d e r  t h a t  t h i s  s y s t e m  
m i g h t  h a v e  a n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n ,  i t s  d e t e r m i n a n t  s h o u l d  b e  e a u a l  
t o  zero: 

Here t h e  p r i m e  d e s i g n a t e s  t h e  d e r i v a t i v e  for x. 

E g u a t i o n  ( 2 1 )  i s  a t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  u s e d  for f i n d i n ?  
t h e  e i g e n - v a l u e s  p n .  I n  t h e  c a s e  o f  = 1, i t  i s  r e d u c e d  t o  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m :  

T h u s ,  t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  o n e r a t o r  
L, ( a s  w e l l  a s  i t s  e i g e n - f u n c t i o n s )  i s  b a s e d  o n  a s o l u t i o n  t o  t h e  
t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  ( 21). 

! lowever ,  i n  o rde i?  t o  f i n d  t h e  e i q e n - v a l u e s  of t h e  o p e r a t o r  
L,, c . € .  ( 8 ) ,  w e  c a n  also u s e  o t h e r  m e t h o d s ,  p a r t i c u l a r l v  d i r e c t  
v a r i a t i o n  m e t h o d s .  It i s  t h e s e  p r o b l e m s  w h i c h  we w i l l  e x a m i n e  i n  
t h e  s u b s e q u e n t  p a r t s  of o u r  s t u d y .  

S e c t i o n  3 .  S o l u t i o n  i n  t h e  Case  o f  a S F h e r i c a l  ' l aveguide  

A s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  a s p h e r i c a l  w a v e g u i d e  i s  c o n -  
s t r u c t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  same scheme a s  t h a t  for a p l a n e  o n e .  I n  
t h e  c a se  o f  a r a d i a l  e l e c t r i c  d i p o l e  i n  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  
t h e r e  a r e  t h r e e  c o m p o n e n t s  - H+, E 6  a n d  ER (we w i l l  u s e  a s p h e r i c a l  
s ; - ; t p _ m  o f  c o o r d i n a t e s )  ( F i g .  2 . ) .  The c o m p o n e n t s  EG a n d  ER a r e  
l i n k e d  w i t h  H e  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  
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T h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  h o l d s  f o r  Hb: 

Fle  W L l l  c o n s i d e r  t h a t  d e p e n d s  on  t h e  r a d i a l  c o o r d i n a t e  R ,  i.e., 
t h a t  t m  = :,,,(XI. I n  ( 2 3 )  a n d  ( 2 4 1 ,  X i s  a d i m e n s i o n l e s s  r a d i a l  
coocdi n d t e :  

X = k R .  ( 2 5 )  

B0undar.y c o r l d i t i o n s  of t h e  i m p e d a n c e  t y p e ,  s u c h  a s  i n  (I), a r e  
f u l f i l l e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  E a r c h  ( R  = a )  a n d  t h e  i o n o s p h e r e  
( W  = d = a +- h ) .  Thev l e a d  t o  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  for 
Hr$ : 

d 

d 

- dx ( X f f , )  == - ~ S , ~ ~ X H ,  a t  X= ka Po. 
( 2 6 )  

- dX (A'H,) = i&,G,XH., a t  X =  ka = B o +  ( p  = kh). 

I n  s o l v i n g  (231, a new unknown f u n c -  
t i o n  U w i t h  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a  m u s t  
b e  u s e d  i n s t e a d  o f  H4: 

I/=----'p U H  ( 2 7 )  
a /G 

C o n s e q u e n t l y ,  w e  a r r i v e  a t  t h e  f o l l o w i n g  
e q u d t i o n  for U, b a s e d  on ( 2 4 )  a n d  ( 2 6 ) :  

I t.KU+L,q(/=f ( 2 8 )  

I 

Fig. 2 .  as w e l l  a s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

w h e r e  t h e  f o l l o w i n g  svmbols a r e  u s e d :  



or t h e  radial ( t r a n s v e r s e )  d i f f e r e n t c a l  o r i e r a t o r ;  

.. J 

x -  ‘Y -j 

r ? c v ’ E m  3 6 ,  
- -  i s  t h e  f i r s t  f u n c t i o n :  ’. <I - 

I -  

,- 

!,:e xi11 l o o k  f o r  3 s o l u t i o n  t o  ( 2 3 )  i n  thle f 0 r . m  of a n  e x p a n -  
- i o n  b.: e i g e n - f u n c t i o n s  o f  t h e  radial d i f f e r e n t i a l  g n e r a t o r ;  

Y 

,- S n c e  t h e  e l g e n - f u n c t i o n s  a n d  t h e  2 i g e n - v a l u e s  of t h e  con ju ’za i t e  
 perato at or under i n v e s t i s ; a t < o n  a r e  e q u a l  t o  t h s  c o m n l e x - c o n j u g a t e  
+ i g e n - f u n c t i o n . s  a n d  e i g e ~ - v a l u e s  o f  t h e  initial o n c 3 1 ’ 7 t ~ ~ ,  T?IT  cori- /2‘3 
, i i . : i ~ n  of o r t h o g o n a l i t 7 r  of (32) i s  reduced t o  t h e  f o l l o i . i i n 2  f o r n i :  

- 

1 .. .$e a r e  a s s u m i n g  t h a t :  t h e  s p e c t r u m  i s  simple. 
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U s i n g  ( 2 8  
[ s e e  ( 3 0 ) 1 ,  i t  

w h e r e  

a n d ,  i n s t e a d  o 
f o r m u l a ,  for t 

w h e r e a s  t h e  c o  
f i n i t e n e s s .  

L e t  u s  co  
f o r m  o f  

r e p r e s e n t i n g  a 
c o n s t r u c t  t h e  
s h o u l d  s a t i s f y  
i n t e r v a l  ( 0 , ~ )  
f i r s t  t y p e  a s  
of  ( 3 4 ) ,  i . e . ,  

e a c h  o f  w h i c h  
e n d s  o f  t h e  i n  
i s  e a s y  t o  o b t  
B - t C  i n  t h e  s o l  
e s t  t o  u s  b n ( 8  
a n d  R = b :  

) a n d  (3-3)  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  e x p a n s . i o n  b n ( 0 )  
i s  e a s y  t o  o b t a i n  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

~ s h , + (  v: , ) b n = e n ,  I ( 3 4 )  

- 
( A  $j 

(v.. 3) ' 
en = - 

SPh 
f X n  9 w e  a r e  u s i n g  Vn, a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  
h e  s a k e  o f  c o n v e n i e n c e  i n  f u r t h e r  c o m p u t a t i o n s :  

-,I. a 1 
( 3 5 )  L; P& - 2- 

4 '  

n d i t i o n  Rev,, 0 i s  imposed  o n  Vn for t h e  sake of d e -  

n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  t o  ( 3 4 )  €or t h i s  s o u r c e  i n  t h e  

r i n g  o f  r a d i a l  d i p o l e s  a t  R = b a n d  0 = 8 0 .  We w i l l  

t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  l i m i t e d n e s s  a t  t h e  e n d  o f  t h e  
s o l u t i o n  by  t h e  L a g r a n g e  me thod .  S i n c e  t h e  s o l u t i o n  

, w e  w i l l  s e l e c t  a s s o c i a t e d  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  
l i n e a r l v  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  t h e  u n i f o r m  e q u a t i o n  

I 

s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  o f  l i m i t e d n e s s  a t  o n e  of t h e  
t e r v a l .  H a v i n g  c o m p l e t e d  s t a n d a r d  c o m p u t a t i o n s ,  i t  
a i n  a s o l u t i o n  t o  ( 3 4 ) .  T r a n s f e r r i n g  t o  t h e  l i m i t  
u t i o n  o b t a i n e d ,  w e  c a n  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  o f  i n t e r -  
) €or t h e  r a d i a l  e l e c t r i c  d i p o l e  a t  t h e  p o i n t  0 = 0 

( 3 6 )  

w h e r e  Xo _= k b .  
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F o r m u l a s  ( 2 7 ) , ( 3 0 )  arid (36) a l s o  y i e l d  a s o l u t i o n  t o  t h e  pro- - /30 
b l e m  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  f'or t h e  component  H+ i n  t h e  f o r m  o f  a n  
e x p a n s i o n  b y  n o r m a l  w a v e s ,  U s i n g  ( 2 3 )  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  t h e  e x -  
p a n s i o n  by  n o r m a l  w a v e s  f o r  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r i c a l  
f i e l d ,  : . e . ,  

I f  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  i s  s u f f i c i e n t l y  r e m o v e d  from t h e  e m i t t e r  
a n d  f rom i t s  a n t i p o d e ,  s o  t h a t  t h e  i n e q u a l i t i e s  b e l o w  a r e  f u l f i l l e d  
s i m u l t a n e o u s l v ,  

t h e n  we c a n  u s e  t h e i r  a s s v m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  L e g e n d r e  
f u n c t i o n s .  M o r e o v e r ,  s i n c e  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  v n  h a v e  a p o s i t i v e  
i m a a i n a r v  p a r t  b e c a u s e  o f  e n e r g y  l o s s e s  d u e  t o  t h e  i m p e d a n c e  bound-  
ary c o n d i t i o n s ,  t h e n ,  w i t h  t h e  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n  o f  

Im vn (.-e) > 1 

t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  h o l d s :  

C o n s i d e r i n g  t h i s  r e l a t i o n s h i p ,  we c a n  r e p r e s e n t  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  
E?, i n  a f a r - r e m o v e d  z o n e  i n  t h e  f o l l o s r i n g  f o r m :  

n=O 

Here t h e  f o l l o w i n g  symbols a r e  u s e d :  r = a e ,  o r  t h e  d i s t a n c e  b e -  
t w e e n  e m i t t e r  a n d  o b s e r v a t i o n  s i t e ,  r e a d i n g  a l o n g  t h e  g r o u n d ;  

j 3 1  o r  t h e  c o e f f i c i e n t  of e x c i t a t i o n  o f  t h e  n - t h  mode; 

4 Tn t h e  Droblem u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  - O ( k . 3 )  d n d ,  c o n s e -  
q u e n t l v ,  t u n /  > >  1 f o r  f r e q u e n c i e s  o f  f > >  10 HZ. 

- 
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o v  t h e  a L t i t u d e  f a c t o r s .  

:!aving comnared  ( 3 9 )  a n d  (140, w e  s e e  t h a t  t h e y  h a v e  a n  i d e n -  
t i c a l  g e n e r a l  s t r u c t u r e ,  e x c e p t  for t h e  f a c t o r  dO/sinO i n  t h e  s o l u -  
t i o n  for a s p h e r i c a l  w a v e g u i d e .  T h i s  f a c t o r  c o n s i d e r s  t h e  a d d i -  
t - i o n a l  g e o m e t r i c  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  
wave d u e  t o  t h e  s p h e r i c i t y  o f  t h e  w a v e g u i d e  c h a n n e l .  

The p h a s e  v e l o c i t v  o f  t h e  n - t h  n o r m a l  wave a l o n g  t h e  g r o u n d  
- u r f a c ~  i s  q i v e n  by  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  for a s ~ h e r i c a l  wave- 
g u i d e :  

The c o e f f i c i e n t  o f  c o n t i n u a t i o n  i s  e q u a l  t o  

Im Y,, 
N 

a , = k I m S , = - - - .  

The e x D r e s s i o n s  i n  ( 3 7 )  and  ( 3 9 )  r e p r e s e n t  a f o r m a l  s o l u t i o n  
t o  t h e  p r o b l e m  f o r  a s p h e r i c a l  w a v e g u i d e .  F o r  a f u r t h e r  s t u d y ,  
we mus t  f i n d  t h e  e i g e n - f u n c t i o n s  a n d  e i g e n - v a l u e s  of t h e  r a d i a l  d i f -  
f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i n  (31). H e r e ,  j u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  a p l a n e  
. , l avepuide ,  i t  i s  e a s y  t o  o b t a i n  a t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  
e i g e n - v a l u e s .  The b a s i c  d i f f i c u l t y  i n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  
s j l u t i o n  i s  f i n d i n g  t h e  r o o t s  o f  t h i s  e q u a t i o n .  I n  t h e  t h i r d  p a r t  
o f  t h i s  work, we w i l l  e x a m i n e  t h e  p r o b l e m s  of  d e t e r m i n i n g  t h e  e i g e n -  
v a l u e s  o f  t h e  r a d i a l  o p e r a t o r  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  me thod  o f  i n s t a n c e s  
for t h e  p u r n o s e  o f  o b t a i n i n g  a p p r o x i m a t i v e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s .  

I n  c o n c l u d i n g  t h i s  s e c t i o n ,  l e t  u s  t o u c h  b r i e f l y  o n  t h e  l i m i t  
t r a n s i t i o n  from a s p h e r i c a l  t o  a p l a n e  w a v e g u i d e .  I n s t e a d  of t h e  
v a r i a b l e  X w e  w i l l  u s e  a new v a r i a b l e  x w i t h  t h e  f o r m u l a  

x = Bo + x ,  

w h e r e  X = kR; B o  = k a ;  x = k z ;  z = R - a ,  w h i l e  x l i e s  i n  t h e  i n -  
t e r v a l  ( 0 ,  13 = k h ) .  We w i l l  now r e w r i t e  ( 3 1 )  f o r  t h e  e i g e n - f u n c -  
t i o n s  o f  t h e  o ~ e r a t o r  L, i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

q Ph 
( B O J r 4 2  

Av, = 
dv, - IPgVn .** at x=O, ( 4 2 )  
dx 
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w h e r e  

Y, = lim PJ, = u,, 
a*- 



1. 

2 .  

3. 

4 .  

5 .  

6 .  
7 .  

8 .  

9. 

10. 

11. 

I m S > O .  

REFERENCES 

K a t s e n e l e n b a u m ,  B . Z . :  T e o r i y a  n e r e g u l y a r n y k h  v o l n o v o d o v  s 
m e d l e n n o  m e n y a y u s h c h i m i s y a  p a r a m e t r a m i  ( T h e o r y  o f  I r r e g u l a r  
Wavegu ides  w i t h  S l o w l y  C h a n g i n g  P a r a m e t e r s ) .  Academy of S c i -  
e n c e s  W . S . S . R .  P r e s s .  

K r a s n u s h k i n ,  P . Y e . :  Metod n o r m a l ' n y k h  v o l n  i e g o  p r i m e n e n i y e  
k d a l ' n e y  r a d i o s v y a z i  (Method o f  Normal  Waves a n d  i t s  A p p l i -  
c a t i o n  i n  Long-Range R a d i o  C o m m u n i c a t i o n s ) .  Moscow S t a t e  
U n i v . ,  1 9 4 7 .  

i y a  s v e r k h d l i n n y k h  v o l n  ( T h e o r y  o f  t h e  P r o p a g a t i o n  o f  S u p e r -  
l o n g  Waves ) .  C o m p u t a t i o n  C e n t e r ,  Acad.  o f  S c i .  U .S.S.R. , 1 9 6 3 .  

Wait , J . R .  T e r r e s t r i a l  p r o p a g a t i o n  o f  v e r y  low f r e q u e n c y  r a d i o -  
w a v e s .  J .  R e s .  N B S ,  Vo l .  64D, 1 9 6 0 .  

Wait ,  J . R .  A new a p p r o a c h  t o  t h e  mode t h e o r y  o f  VLF p r o p a g a -  
t i o n ,  J .  Res. NBS, Vol .  65D, 1 9 6 1 .  

R y b a c h e k ,  S.R.: T h i s  C o l l e c t i o n ,  p .  1 5 2 .  
M i k h l i n  , S . G .  : V a r i a t s i o n n y y e  m e t o d y  v m a t e m a t  i c h e s k o y  f i z i k e  

K r a s n u s h k i n ,  P . Y e .  a n d  N . A .  Y a b l o c h k i n :  T e o r i y a  r a s p r o s t r a n e n -  

( V a r i a t i o n  Methods  i n  M a t h e m a t i c a l  P h y s i c s ) .  " G o s t e k h i z d a t ' '  , 
1 9 5 7 .  

(Method o f  I n s t a n c e s  i n  A p p l i e d  M a t h e m a t i c s ) .  "GIFML", 1 9 5 8 .  

s v y a z a n n y y e  s d i f f e r e n t s i a l ' n y m i  u r a v n e n i y a m i  v t o r o g o  p o r y a d k a  
( E x p a n s i o n s  by E i g e n - F u n c t i o n s  C o n n e c t e d  w i t h  D i f ' f e r e n t i a l  
E q u a t i o n s  o f  t h e  Second  O r d e r ) ,  V o l .  1. F o r e i g n  L i t e r a t u r e  
P u b l i s h i n g  H o u s e ,  1 9 6 1 .  

Beytmen,  G .  a n d  A .  E r d e y i :  V y s s h i y e  t r a n s t s e n d e n t n y y e  f u n k t s i i  
( H i g h e r  T r a n s c e n d e n t a l  F u n c t i o n s )  , V o l .  2 .  "Nauka' '  , 1 9 6 6 .  

K e l d y s h ,  M.Y.: D o k l a d y  Akad. Nauk S .S .S .R .  , V o l .  8 7 ,  p .  9 5 ,  
1951. 

V o r o b ' y e v ,  Yu.V.: Metod momentov v p r i k l a d n o y  m a t e m a t i k e  

T i t c h m a r s h ,  Y e . :  R a z l o z h e n i y a  PO s o b s t v e n n y m  f u n k t : s i y a m ,  

3 8  



PROPAGATION OF ELECTROMAGNETIC WAVES I N  PLANE AND SPHERICAL 
I M P E D A N C E  W A V E G U I D E S .  PART 11. P R O P A G A T I O N  OF ELECTROMAGNETIC 

WAVES I N  P, PLANE I M P E D A N C E  W A V E G U I D E  

G . I .  M a k a r o v  a n d  V . V .  N o v i k o v  

ABSTRACT: The p r o b l e m s  o f  f i n d i n g  a n d  i n v e s t i -  
g a t i n g  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  a 
t r a n v e r s e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i n  t h e  case  o f  a 
p l a n e  w a v e g u i d e  a r e  d i s c u s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
me thod  o f  d i r e c t  v a r i a t i o n s  a n d  t h e  me thod  o f  
i n s t a n c e s .  The me thod  o f  i n s t a n c e s  a i d s  i n  o b -  
t a i n i n g  r a t h e r  s i m p l e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  
f o r  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  d i f  - 
f e r e n t i a l  o p e r a t o r  w i t h  r e l a t i v e l y  w i d e  l i m i t s  
t o  a p p l i c a b i l i t y .  T h e s e  e x p r e s s i o n s  c a n  b e  
u s e d  for a q u a l i t a t i v e  s t u d y  o f  t h e  p r i n c i p a l  
r u l e s  f o r  t h e  s t r u c t u r e  o f  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  i n  p l a n e  i m p e d a n c e  w a v e g u i d e s .  

I n  t h i s  p a r t  o f  t h e  s t u d y ,  w e  w i l l  d i s c u s s  t h e  p r o b l e m s  o f  
f i n d i n g  a n d  i n v e s t i g a t i n g  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  a 
t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i n  t h e  c a s e  o f  a p l a n e  w a v e g u i d e .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  c l e a r e r  p h y s i c a l  r e s u l t s ,  w e  w i l l  a s sume  t h a t  
t h e  l o w e r  w a v e g u i d e  w a l l  ( x  = 0 )  h a s  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  ( 6 g  = 0 ) .  
A s  f o r  t h e  n o r m a l i z e d  s u r f a c e  i m p e d a n c e  6 = 6; o f  t h e  u p p e r  w a l l  
o f  t h e  w a v e g u i d e  (x = e ) ,  we w i l l  n o t  i m p o s e  a n y  l i m i t a t i o n s  on i t ,  
e x c e p t  f o r  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  p h y s i c a l  p r a c t i c a b i l i t y  R e  6 '2 0 Ell. 
M o r e o v e r ,  i n  t h i s  s t u d y  t h e  medium f i l l i n g  i n  t h e  w a v e g u i d e  i s  
c o n s i d e r e d  t o  b e  homogeneous  w i t h  = 1. 

S e c t i o n  1. A p p l y i c g  D i r e c t  V a r i a t i o n  M e t h o d s  -In O r d e r  
t o  D e t e r m i n e  E i g e n - V a l u e s  

A f o r m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  
e l e c t r i c  d i p o l e  i n  a p l a n e  w a v e g u i d e  w a s  c o n s t r u c t e d  i n  t h e  f i r s t  
p a r t  o f  t h e  s t u d y  [ 2 ] .  A f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  
i s  b a s e d  o n  a d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  of  t h e  t r a n s v e r s e  
d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  L x ,  i . e . ,  
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The o p e r a t o r  L, i s  n o t  s e l f - c o n j u g a t e  a n d  h a s  a p o i n t  s p e c t r u m  
[ 3 3 ,  w h i c h  we w i l l  c o n s i d e r  t o  b e  s i m p l e .  

L e t u s  r e d u c e  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  
d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  L, t o  t h a t  of d e t e r m i n i n g  t h e  s p e c t r u m  o f  a 
c e r t d i n  i n t e g r a l  o p e r a t u r .  We w i l l  s e l e c t  a c o m p l e x  number p$ i n  
s u c h  a wdy t h a t  i t  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  o p e r a t o r  
L,. We w i l l  f o r m u l a t e  f u r t h e r  l i m i t a t i o n s  on  p: a t  a l a t e r  t i m e .  
L e t  u s  c o n s i d e r  a d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e :  

(1.2) 

S i n c e  pr"  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  t h e  s p e c t r u m  of Lx, t h e r e  i s  a l i m i t e d  
i n v e r s e  o p e r a t o r ,  i . e . ,  0 

which  i s  e n t i r e l y  c o n t i n u o u s  i n  L~ a t  t h e  s a m e  t i m e .  I f  w e  now 
u s e  t h e  o p e r a t o r  K"' on (l.l), t h e n  t h e  l a t t e r  w i l l  a c q u i r e  t h e  
f o l l o w i n p  f o r m :  

where  

T h u s ,  t h e  p r o b l e m  o f  (1.1) i s  r e d u c e d  t o  t h e  p r o b l e m  o f  ( 1 . 4 )  
o f  d e t e r m i n i n g  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  o p e r a -  
t o r  K m ,  I n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  l a t t e r  p r o b l e m ,  w e  c a n  u s e  o n e  of  
t h e  d i r e c t  v a r i a t i o n  m e t h o d s ,  for e x a m p l e  t h e  G a l e r k i n  method [ 4 l  
or t h e  method o f  i n s t a n c e s  [SI. We w i l l  d i s c u s s  t h e  p l a n  of  t h e  
method o f  i n s t a n c e s  b r i e f l y  b e l o w .  

m A c c o r d i n g  t o  t h i s  me thod  [SI, t h e  o p e r a t o r  K a c t i n g  i n  L 2  
i s  r e p l a c e d  by a f i n i t e - d i m e n s i o n a l  o p e r a t o r  Km a c t i n g  i n  a f i n i t e .  
d i m e n s i o n a l  s p a c e  H f o r m e d  by t h e  e l e m e n t s  n 

n 

I n  t h i s  r e g a r d ,  

K," = E,,K"E,,, 

where  E n  i s  t h e  p r o j e c t o r  on  H n .  

o p e r - a t o r  K: 

The e i g e n - v a l u e s  phm) of  t h e  
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, x i  i:,n T Y . ~  conc i i t i r j n  t h a t  t h e  , > p e r a t o r  E.. is c o r r ! p l e t e i y  c o n t i n u o u s ,  
s z t i 5 f y  t h e  l i m i t i n g  r e l a t i o n  

( m ) '  . to P i  i S  m i m )  * 
Of " n , i  f a r -  any s e i e c t i o n  o f  z . The c o n v e r g e n c e  

f o l i n 4  t o  b e  more r a p i d  t h a n  t h a t  o f  t h e  g e r i m e t r i c  p r o g r e s s i o n  w i t h  
3 g 6 + c ~ e a s i n g  d e n o n i n a t o r  t e n d i n g  to zero. 

0 

,- 
~ t i . -  e i g e n - v a l i i s s  o f  t h e  o p e r a t ~ r  K m  a r e  l i n k e d  w i t h  t h e  r a c t s  n 

3 3  
(m> 
n , i  . s t  t h e  a i g e 5 : r a i c  e q u a t i o n  of X 

R 

an= 1 ,  ( i =  1,. 2, . * . , n), 

E x z m  ri 
imp IC 
i t  i 

n u m b e  
a n  be  
l e a e n  

t e d ,  
a t i o n  
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m L e t  u i  b e  n o r m a l i z e d  c h a r a c t e r i s t i c  e l e m e n t s  o f  t h e  o p e r a t o r  

m K.m, w h i l e  p i  

e i g e n - f u n c t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r  K c o i n c i d e  i n  t h i s  case  w i t h  t h e  
e i g e n - f u n c t i o n s  of t h e  o p e r a t o r  Lx o f  (1.1). 

e l e m e n t  z i n  t h e  f o r m  o f  a n  e x p a n s i o n  

- P i  - p o  a r e  i t s  e i g e n - v a l u e s .  O b v i o u s l y ,  t h e  (m)' - 
m 

L e t  u s  r e p r e s e n t  t h e  
m 
0 

i - 0  

Then 

The p - t h  & e r m  i n  t h e  s e r i e s  o f  ( 1 . 7 )  i s  t h e  p r i n c i p a l  o n e  i f  t h e  
t h i s  m e l e m e n t  z i s  c l o s e s t  t o  t h e  e i g e n - f u n c t i o n  um ( f o r  z" = up 

t e r m  i s  u n i q u e ) .  G e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t h e r e  a r e  two p r i n c i p a l  t e r m s  
i n  t h e  s e r i e s  o f  ( 1 . 8 )  i n  t h i s  case:  f i r s t  of a l l ,  t h e  p - t h  t e r m ,  
a s  i n  ( 1 . 7 ) ,  b e c a u s e  of t h e  c o e f f i c i e n t  o f  e x p a n s i o n  a ; s e c o n d l y ,  

t h e  t e r m  w i t h  number s ,  f o r  wh ich  t h e  d i f f e r e n c e  p 

i n  m o d u l u s .  The p r e s e n c e ' o f  two p r i n i c p a l  t e r m s  i n  ( 1 . 8 )  r e s u  t s  
i n  a s i t u a t i o n  where  p ( m )  i s  l i n k e d  w i t h  p a n d  ps, or w i t h  p i , )*  

a n d  p ( m ) ' ,  wh ich  i s  t h e  same ( p  ( m ) '  d e p e n d s ,  o b v i o u s l y ,  on t h e  

e n t J r e  s p e c t r u m  o f  p ( m ) '  , b u t  t h e  g r e a t e s t  d e p e n d e n c e  h o l d s  for 

t h e  c i t e d  e i g e n - v a l u e s ) .  C o n s e q u e n t l y ,  ( m ) '  c a n  h a v e  a v a l u e  w h i c h  

, a s  w e l l  a s  f r o m  p . I n  o r d e r  t o  h a v e  d i f f e r s  g r e a t l y  f r o m  1.1 
P S 

t h e  v a l u e  p ( m ) '  a p p r o x i m a t e  o n e  o f  t h e  c i t e d  e i g e n - v a l u e s ,  i t  i s  

n e c e s s a r y  e i t h e r  t o  s e l e c t  t h e  e l e m e n t  z as c l o s e s t  t o  t h e  e i g e n -  

f u n c t i o n  u. ( f o r  a f i x e d  v a l u e  o f  po), or t o  s e l e c t  p as  n e a r e s t  
m t o  p ( f o r  a f i x e d  s e l e c t i o n  of z ) .  T h u s ,  t h e  s e l e c t i o n  o f  z 

s h o u l d  a g r e e  w i t h  t h e  s e l e c t i o n  o f  p o  I n  s u c h  a 

c a s e ,  t h e r e  w i l l  b e  o n e  p r i n c i p a l  t e r m  w i t h  t h e  same number i n  
e a c h  o f  t h e  s e r i e s  o f  ( 1 . 7 )  a n d  (1.8)¶ s o  t h a t  p(m)' from ( 1 . 6 )  i s  

c l o s e  t o  t h e  e i g e n - v a l u e  1-1 ( m ) ' .  

0 2 0 

- 'p: i s  m i n i m a l  
S - 

,1 P P 

1 9 1  s 

i 

( m ) '  

m 
0 

1 Y 1  

m m m 
S 0 m 

P ' m  0 
(or t h e  i n v e r s e ) .  

1,1 
Then ,  i n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n ,  

S 
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w h i l e  i t  i s  e a s y  t o  o b t a i n  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  c l o s e n e s s  o f  p ( l )  t o  s 
on t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 6 )  a n d  t h e  e x p a n s i o n s  o f  ( 1 . 7 )  a n d  (1.8), on 

t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  e x p a n s i o n  o f  ( 1 . 7 )  d e c r e a s e  
r a t h e r  r a p i d l y :  

P S  

(1.10) 

I t  f o l l o w s  f r o m  (1.10) t h a t  t h e  d e g r e e  o f  c l o s e n e s s  o f  ps ( l )  t o  P s  
m m d e p e n d s  o n  t h e  c l o s e n e s s  o f  z o  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e l e m e n t  u 

t h e  o p e r a t o r  L- [ s e e  ( l . l ) ] ( a  s u f f i c i e n t  s m a l l n e s s  o f  t h e  r a t i o s  

o f  
S 

X 

If t a m 
- -) 0 PS. 

5 2  a n d  s + 1  a n d  on t h e  c l o s e n e s s  of p t o  t h e  e i g e n - v a l u e  
a a 
S 'S 

w e  c a n  g u a r a n t e e  t h e s e  two c o n d i t i o n s ,  t h e n  we c a n  e x p e c t  t h a t  t h e  
e i g e n - v a l u e s  w i l l  b e  f o u n d  w i t h  r a t h e r  h i g h  a c c u r a c y  i n  f i r s t  a p p r o x i -  
m a t i o n  of t h e  me thod  o f  i n s t a n c e s .  

T h u s ,  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  r a t h e r  s i m p l e  a p p r o x i m a t i v e  f o r m u l a s ,  
i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p r e s e n t  t h e  e x p a n s i o n  o f  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  
o p e r a t o r  o f  (1.1). T h e r e f o r e ,  b e f o r e  c a r r y i n g  o u t  c o m p u t a t i o n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  p l a n  d e s c r i b e d  a b o v e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s t u d y  
t h e  p r o b l e m  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  
o p e r a t o r  f o r  a p l a n e  w a v e g u i d e  a n d  t h e i r  b e h a v i o r ,  i n  d e p e n d e n c e  
o n  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  of  t h e  u p p e r  w a v e g u i d e  w a l l ,  t h e  h e i g h t  
o f  t h e  w a v e g u i d e  a n d  r h e  f r e q u e n c y  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  o s c i l l a t i o n s .  
The f o l l o w i n g  s e c t i o n  w i l l  t r e a t  t h e s e  p r o b l e m s .  

S e c t i o n  2. Q u a l i t a t i v e  Investigation o f  t h e  Ordering 
o f  Eigen-Values f o r  a P l a n e  W a v eguide 

A t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  w a s  p r e s e n t e d  i n  t h e  f i r s t  p a r t  of 
t h e  s t u d y  f o r  t h e  e i g e n - v a l u e s  p o f  t h e  t r a n s v e r s e  o p e r a t o r  o f  t h e  
p r o b l e m  i n  t h e  case o:f a p l a n e  w a v e g u i d e  [ ( 2 2 )  o f  P a r t  I]. For 
i d e a l  c o n d u c t i v i t y  of t h e  l o w e r  w a l l  o f  t h e  w a v e g u i d e  (6 = O ) ,  i t  
a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n , g  f o r m :  g 

- /38 
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w h e r e  

L e t  u s  X 

(2.1) 

min (2.1) on a complex  p l a n e  ( n )  a n d  1 t s s t u d y  t h e  
b e h a v i o r  o f  i t s  r o o t s  i n  d e p e n d e n c e  on  t h e  v a l u e  - t .  The modu lus  
a n d  a r g u m e n t  o f  t a r e  d e t e r m i n e d  by t h e  f r e q u e n c y ,  t h e  h e i g h t  of 
t h e  w a v e g u i d e  a n 3  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  o f  t h e  u p p e r  
w a v e g u i d e  w a l l .  S i n c e  t h e  o n l y  c o n d i t i o n  imposed  on t h e  s u r f a c e  
i m p e d a n c e  i s  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  R e  6 2 O + . t h e n  I m  t 0. I n  
t h i s  r e g a r d ,  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t c o r r g s p o n d  t o  p u r e l y  c a p a c i t i v e  
i m p e d a n c e ,  w h i l e  t h e  n e g a t i v e  v a i u e s  c o r r e s p o n d  t o  p u r e l y  i n d u c t i v e  
i m p e d a n c e ,  a n d  t h e  i m a g i n a r y  v a l u e s  c o r r e s p o n d  t o  a c t i v e  i m p e d a n c e  
o f  t h e  i o n o s p h e r e  ( F i g .  1). 

B e f o r e  t u r n i n g  t o  a 

A 1 m t  w e  s h o u l d  m e n t i o n  two o f  
d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  (2.1), 

i t s  g e n e r a l  p r o p e r t i e s :  

for t h e  p l a n e  ( r l )  a r e  e x p a n d e d  
s y m m e t r i c a l l y  r e l a t i v e  t o  
t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s :  
( 2 )  E q u a t i o n  ( 2 . 1 )  h a s  a 
d o u b l e  r o o t  w h i c h  s a t i s f i e s  
t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  a d d i -  
t i o n a l l y ,  f o r  c e r - t a i n  v a l u e s  

( t) (1) t h e  r o o t s  o f  t h e  e q u a t i o n  

0 
R e  t 

of t: 

(2.2) q +  sin *; cos q =  0 ,  F i g .  1. 

A s  is e a s y  t o  s e e ,  t h e  l a t t e r ,  when i n  t h e  band  mn -t - ' <, R e  11 S 

mn + fl , where  m - i s  a w h o l e  number .  

f n g  t o  t h e  d o u b l e  r o o t ,  w e  mus t  s u b s t i t u t e  t h e  s o l u t i o n  t o  ( 2 . 2 )  

2 
I n  o r d e r  t o  f i n d  c o r r e s p o n d -  

4 

i n t o  ( 2 . 1 ) .  e 

L e t  u s  now r e w r i t e  (2.1) i n  t h e  f o r m  o f  t w o  e q u a t i o n s ,  i . e . ,  

T sin a cos o + a sh F ch  F . 
a sin O C O S  a - T sh T c h  z ' t a n a =  

(2.4) 



w h e r e  a = a r g  t ,  n = G t i . r ,  w h i l e  ( 2 . 3 )  s h o u l d  b e  s u p p l e m e n t e d  b y  
c o n d i t i o n s  d e f r n i n g  t h e  s i g n  of t h e  n u m e r a t o r  a n d  d e n o m i n a t o r  o f  
t h e  r i g h t - h a n d  p a r t :  

sign COS a = sign [u sin s cos 3 - T sh T ch rj,  
sign sinz-sign [;sin3eos3$.jsh;ch5]. ( 2 . 5 )  

Eq-ua t ion  ( 2 . 3 )  c a n  b e  z a l l e d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  l i n e  o f  zeros. / 32 
It shows o n  w h a t  l i n e  ,3n t h e  p l a n e  ( q )  t h e  beam a = c o n s t  o n  r h e  
p l a n e  ( t )  t r a n s f e r s .  E q u a t i o n  ( 2 . 4 )  m a k e s  i t  p o s s i b i e  t o  d e r e r -  
m i n e  t n e  d i s t r i b u t i o n  ,3f z e r o s  o n  t h e  z e r o  l i n e  ( 2 . 3 1 .  

- 

I t  was m e n t i o n e d  3 b o v e  t h a t  t h e  r o o t s  o f  ( 2 . 1 )  a r e  a r r a n g e d  
s y m m e t r i c a l l y  r e l a t i v e  t o  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  T h e r e -  
- o r e ,  we w i l l  c o n s i d e r  o n l y  t h e  ca se  o f  u 2 0 b e l o w .  We w i l l  
S e g i n  t h e  a n a l y s i s  o f  ( 2 . 3 )  a n d  ( 2 . 4 )  w i t h  a n  i n v e s t i g a t i c n  o f  
t h e  p a r t i c u l a r  cases  a = 0 ( p u r e l y  c a p a c i t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e )  
a n d  c1 = - 71 ( p u r e l y  i n d u c t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e ) .  i n  b o t h  c a s e s ,  
( 2 . 3 )  a c q u i r e s  t h e  f o r m  o f  

C 

5 sinr cos 3 + CI sh T ch T =  0 ( 2 . E )  

a n d  has t h e  p o s s i b l e  s o l u t i o n s  o f  T = 0 a n d  ‘J = 0 .  The f i r s t  o f  
t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n s  o f  ( 2 . 5 )  makes  t h e  s o l u t i o n s  more  
p r e c i s e :  

( 2 . 7 )  

( 2 . 3 )  

and. 3=0 a t  a n y  ’F. (2.0) 

2n+ 1 f o r  a=O T = O  a-t r ;z<a<-  
2 =, 

2n + I € o r  a=--X c=O a-t ~ 2 A < ’ ? ( ( n + l ) r ;  

sin a SI1 z -cos 0 = - - ch 5 ,  a t .  

i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t :  i t  d o e s  n o t  h a v e  r o o t s  i n  t h e  r a n g e  of  
CJ f 0 a n d  T # 0 ,  i . e . ,  t h e  s o l u t i o n s  f o u n d  a b o v e  a r e  u n i q u e .  

L e t  u s  now t u r n  to ( 2 . 4 ) .  On t h e  z e r o  l i n e s  o f  ( 2 . 7 )  a n d  
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( 2 . 8 ) ,  w h e r e  T = 0 ,  it c o n v e r t s  i n t o  t h e  f o l l o w i n g :  

I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h i s  t h a t  t h e  p o i n t  / T I  = 0 on  t h e  l a n e  ( q )  
c o r r e s p o n d s  t o  t h e  p o i n t  CJ = 0 and  ci = qw, w h i l e  f o r  ITS + OD it  

2n -t 
2 c o r r e s p o n d s  t o  t h e  p o i n t  u + 

where  ci = 0 ,  ( 2 . 4 )  a c q u i r e s  t h e  f o r m  o f  

w. On t h e  z e r o  l i n e  o f  ( 2 . 9 ) ,  

s o  t h a t  T = 0 a t  I T /  = 0 and  T -+ + CD f o r  1.1 -+ CD. F i g u r e  2 shows 
t h e  z e r o  l i n e s  f o r  t h e  c a s e s  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  of a = 0 a n d  a = 
- w a n d  p o i n t s  o u t  t h e  d i r e c t i o n  w h e r e  t h e  z e r o s  d i s p l a c e  a l o n g  
t h e s e  l i n e s  i n  m e a s u r e  w i t h  t h e  i n c r e a s e  o f  1 . 1 .  

L e t  u s  now examine  ( 2 . 2 )  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  c o n s i d e r i n g  
s i n  a < 0 a n d  ci # 0 ,  T # 0 ,  s i n c e  t h e  l i m i t i n g  c a s e  s i n  a = 0 and  
0 = 0 ,  T = 0 h a s  a l r e a d y  b e e n  i n v e s t i g a t e d .  A c c o r d i n g  t o  t h e  sec-  
ond  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n  o f  ( 2 . 5 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  s h o u l d  
b e  f u l f i l l e d :  

'c sin a cos a + a sh 'cch 'c < 0. 

An e l e m e n t a r y  a n a l y s i s  shows t h a t  t h i s  i n e q u a l i t y  t a k e s  p l a c e  o n l y  
i n  t h e  r a n g e  of T < 0 ( f o r  u s ,  ci > 0 ) .  

The p o s s i b l e  r a n g e s  f o r  d i s t r i b u t i o n  o f  r o o t s  o f  ( 2 . 1 )  c a n  b e  - 1 4  
c l a r i f i e d  i n  more d e t a i l .  L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  c a s e  o f  c a p a c i t i v e  
s u r f a c e  i m p e d a n c e  ( c o s  a > 0 ) .  I n  t h i s  r e g a r d  t h e  f i r s t  a d d i t i o n -  
a l  c o n d i t i o n  o f  ( 2 . 5 )  s h o u l d  b e  f u l f i l l e d ,  % . e . ,  

0 :;in a cos 3 > T. sh T ch T. ( 2 . 1 0 )  

I n  t h e  r a n g e  of  u > 0 a n d  T < 0 ,  ( 2 . 1 0 )  c a n  t a k e  p l a c e  o n l y  i n  t h e  
i n t e r v a l  o f  

(2.11) 2n + 1 na < a < z7c. 
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I f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  h a s  a n  i n d u c t i v e  n a t u r e  ( c o s  a < O ) ,  t h e n  
t h e  f i r s t  c o n d i t i o n  o f  ( 2 . 5 )  

f 
t , 

J 

m 

- 
c 

-% 

a sin 0 cos a < shTc 

c a n  b e  f u l f i l l e d  f o r  a n y  T i n  t h e  
i n t e r v a l s  o f  

2 .  

as  w e l l  a s  i n  t h e  i n t e r v a l s  o f  
( 2 . 1 1 )  for v a l u e s  of T w h i c h  a r e  
r a t h e r  g r e a t  i n  m o d u l u s .  

l I n  o r d e r  t o  e x p l a i n  t h e  b e -  
. , a v i o r  o f  t h e  z e r o  l i n e s  on  t h e  

t h e  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  i n i t i a l  
F i g .  2 .  p l a n e  (q), it i s  n e c e s s a r y  t o  f i n d  

a n d  f i n a l  p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  I T [  = 0 and  [ T I  = a .  A c c o r d -  
ing t o  ( 2 . 4 )  .) t h e  v a l u e  I T  I = 0 c o r r e s p o n d s  t o  t h e  " o u t p u t "  p o i n t :  
CI = 0 ,  T = 0 and  CT = Q T ,  T = 0 .  The " i n p u t "  p o i n t s ,  for w h i c h  

a re a r  r a n  g e d  a t  CT 
2 - n - + 1  

2 
- T = 0 ,  w h - l e  on e o f  t h e  s e  

p o i n t s  i s  a t  I T /  = a. I J s i n g  ( 2 . 3 ) ,  i t  i s  e a s y  t o  c l a r i f y  t h e  /41 
a r r a  eme n t  o f  t h i s  l a s t  I " i n  P u t  11 p o i 1  
t h e  z e r o  l i n e  for T -+ - tm f r o m  i t :  

d - - _  .- - 
t a n a  

f i n d i n g  t h e  E tsym p t o t e  0 
- 

f 

( 2 . 1 3 )  

I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  " i n p u t "  p o i n t  t a k e s  p l a c e  o n l y  
i n  t h e  c a s e  o f  i n d u c t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  ( t a n  a > 0 ) .  

B a s i n g  our d i s c u s s i o n s  o n  ( 2 . 3 ) ,  w e  c a n  f i n d  t h e  f i r s t  d e r i v -  
a t i v e s  a l o n g  t h e  z e r o  l i n e s  a t  t h e  " o u t p u t "  a n d  " i n p u t "  p o i n t s :  

a 
2 
- dr 

' d3 
- 1::- mu 

T h u s ,  t h e  z e r o  l i n e s  g o  o u t  f r o m  t h e  p o i n t  0 ,  T = 0 a t  a n g l e s  w h i c h  
a r e  t w i c e  l e s s  t h a n  t h e  a n g l e s  CL a t  w h i c h  t h e  beams on  t h e  p l a n e  
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( t )  go o u t .  The z e r o  l i n e s  g o  o u t  f r o m  t h e  p o i n t s  o = n n  a n d  T = 
0 a t  t h e  same a n g l e s  as  do t h e  c o r r e s p o n d i n g  beams on t h e  p l a n e  
( t ) .  The a n g l e s  o f  i n p u t  o f . t h e  z e r o  l i n e s  a t  t h e  p o i n t s  u = 
2n + 1 

K ,  T = 0 a r e  f o u n d  t o  b e  e q u a l  t o  - ci. 2 

We s h o u l d  m e n t i o n  o n e  g e n e r a l  p r o p e r t y  o f  t h e  z e r o  l i n e .  
S i n c e  a n y  g i v e n  v a l u e s  of o a n d  T, e x c e p t  t h e  p o i n t s  o f  " i n p u t "  
a n d  " o u t p u t "  c o r r e s p o n d  t o  one  v a l u e  o f  c i ,  a c c o r d i n g  t o  ( 2 . 3 ) ,  
t h e n  t h e  z e r o  l i n e s  r e l a t i n g  t o  v a r i o u s  v a l u e s  o f  ci c a n n o t  i n t e r -  
s e c t  o n e  a n o t h e r .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  z e r o  l i n e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e  same v a l u e  o f  ci a l s o  do  n o t  i n t e r s e c t .  Only  t h e i r  t a n g e n c y  
i s  p o s s i b l e .  

The q u a l i t a t i v e  i d e a s  p r e s e n t e d  a b o v e  a l l o w  u s  t o  r e p r e s e n t  
t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  z e r o  l i n e s  i n  t h e  case  o f  c a p a c i t i v e  imped-  
a n c e .  The z e r o  l i n e s  go  f rom t h e  " o u t p u t "  p o i n t s  0 0  = m T ,  T O  = 0 

2 m  + 1 t o  t h e  " i n p u t "  p o i n t s  o i n  = 

i n  t h e  b a n d s  

TT, = 0 ,  a r r a n g e d  e n t i r e l y  
2 

I n  e a c h  s u c h  b a n d ,  t h e  z e r o  l i n e s  t r a c e  t h e  r e g i o n  b e t w e e n  t h e  r e a l  
a x i s  o = 0 a n d  t h e  l i n e  

71 r e p r e s e n t i n g  t h e  zero l i n e  for p u r e l y  a c t i v e  i m p e d a n c e  ( a  = - 1) ._ 
I t  f o l l o w s  f rom ( 2 . 1 4 )  t h a t ,  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  number m ,  
t h i s  r a n g e  t a k e s  on  h i g h e r  a n d  h i g h e r  v a l u e s  of 1 . 1 .  A q u a l i t a t i v e  
p i c t u r e  for t h e  z e r o  l i n e s  f o r  c a p a c i t i v e  i m p e d a n c e  i s  g i v e n  i n  
F i g u r e  3 .  

I n  t h e  c a s e  of  i n d u c t i v e  i m p e d a n c e ,  t h e  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  - / 4  
l i n e s  i s  more  c o m p l e x ,  a n d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  a d d i t i o n a l  
m a t e r i a l s  for a f i n a l  e x p l a n a t i o n  of  t h e i r  b e h a v i o r .  F i r s t  o f  a l l ,  
l e t  u s  e x a m i n e  t h e  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  l i n e s  i n  t h e  r a n g e  o f  

I n  t h i s  c a s e ,  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  t h e  a p p r o x i m a t i n g  e q u a t i o n  of  t h e  
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z e r o  l i n e s  f r o m  ( 2 . 3 ) :  

C 

t 

d 

Fig. 3 .  

C : i p r e s s i o n  ( 2 . 1 6 )  d e s c r i b e s  t h e  b e h a v i o r  of t h e  z e r o  l i n e s  i n  t h e  
r a n g e  of ( 2 . 1 5 )  r a t h e r  p r e c T s e l y  f o r  t h e  c o n d i t i o n  o f  ! t a n  a1 < <  1, 
a n d  i s  s u i t a b l e  b o t h  fo:? c a p a c i t i v e  ( t a n  a < 0 )  a n d  i n d u c t i v e  
( t a r !  a > 0) i m p e d a n c e .  C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  c a s e  o f  i n d c c t i v e  
i m p e d a n c e  - the  z e r o  l i n e : ;  a r e  a r r a n g e d  i n  t h e  b a n d s  

a n d  ~o from t h e  " o u t p u t "  p o i n t s  "0 = m T ,  r o  = 0 t o  t h e  " i n p c t "  
2m - 1 

2 
T ,  .:in = 0 for r a t h e r  h i g h  numbers  m a n d  t a n  P O i I l t S  "in = 

i < <  1 (Fig. 4 ) .  

S e c o n d l y ,  l e t  u s  s t u d y  t h e  z e r c  l i n e s  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  
c  he " i n p u t "  a n d  " o u t p u t "  p o i n t s  i n  more  d e t a i l ,  : . e . ,  

f o r  t h e  c o n d i t i o n  o f  t a n  a > 0. We c a n  find a n  a p p r o x i m a t i n g  
equation for t h e  z e r o  1 i .nes  i n  t h i s  r a n g e  f r o m  ( 2 . 3 ) :  

( 2 . 1 7 )  



If t a n  ci .<.< 1, t h e n  w e  a r r i v e  a t  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :  

T=(- Y' t-an a s h ,  

I n  t h e  case u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  << l),, t h e  l a t t e r  a l s o  f o l -  / 4 3  

ci >:, 1, t h e n  it i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  s e c o n d  r i g h t - h a n d  t e r m  
i n  (2.17), s o  t h a t  

l ows  f r o m  t h e  r e l a t i o n s h i p  ( 2 . 1 6 )  e x a m i n e d  a b o v e .  However, ,  if t a n  --= 

t' 

( 2 . 1 8 )  

F i g .  4 .  

I n  t h i s  case,  t h e  z e r o  l i n e s  are p a r a b o l a s ,  t h e  q u a l i t a t i v e  c o u r s e  
o f  w h i c h  is r e p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  4 for t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  
p o i n t s  of " o u t p u t "  ( n  = 2m) and  " i n p u t "  ( n  = 2 m  + 1).  We s h o u l d  
m e n t i o n  t h a t  t h e  c u r v e s  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  4 wh ich  c o r r e s p o n d  t o  
t h e  p a r a b o l a s  o f  ( 2 . 1 8 )  i n  t h e  case o f  t a n  a >> 1 d e s c r i b e  t h e  
z e r o  l i n e s  r a t h e r  w e l l  a l l  t h e  way t o  t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  

2m -t 
IT on t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  2 w i t h  t h e  l i n e s  o = mr a n d  cs = 

s t r i c t e r  i n e q u a l i t y  i s  f u l f i l l e d ,  i . e . ,  

2m + r,, a s  2 I f  t h e  z e r o  l i n e  i n t e r s e c t s  t h e  l i n e s  CT m T  a n d  (5 = 
i s  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  4 ,  t h e n  i t  n e c e s s a r i l y  g o e s  f rom t h e  p o i n t  
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CT = m n ,  T = 0 t o  t h e  p o i n t  CT = -2- 2m + 1 n ,  T = 0 ( d o t t e d  l i n e  i n  

F i g .  4 ) ,  s i n c e  i t  f o l l o w s  f r o m  ( 2 . 3 )  t h a t  t h e  l i n e s  cs = n n  i n t e r -  

s e c t  t h e  z e r o  l i n e s  o n l y  a t  t h e  f o l l o w i n g  p o i n t s :  
7- 

Con i d e r i n g  t h e  a b o v e ,  w e  c a n  s e e  t h a t  t h e  z e r o  l i n e s  b e h a v e  
i n  q u a l i t a t i v e l y  d i f f e r e n t  ways  f o r  a f i x e d  v a l u e  o f  m i n  t h e  case  
o f  w e a k l y  i n d u c t i v e  ( t a n  a > >  1) a n d  s t r o n g l y  i n d u c t i v e  ( t a n  a <.< 
1) i m p e d a n c e .  The p r o c e s s  o f  t h e  c h a n g e  i n  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  
l i n e s  a s  t a n  a d e c r e a s e s  c a n  b e  e x p l a i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way. 
For some f i x e d  v a l u e  o f  m a n d  a r a t h e r  h i g h  v a l u e  o f  t a n  a ( t a n  
a > >  m n ) ,  t h e  z e r o  l i n e s  r e l a t i n g  t o  t h e  t w o  n e i g h b o r i n g  " o u t p u t "  
p o i n t s  0 0  = (m - l)n, T O  = 0 a n d  u o  = m n ,  T O  = 0 a r e  l o o p s  g o i n g  

2 m  - 1 2 m  + 1 
I T ,  - r i n  = 0 a n d  o i n '  = 

f o l l o w  t h e  c h a n g e  i n  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  l i n e s  r e l a t i n g  t o  t h e  l e f t -  
h a n d  " o u t p u t "  p o i n t s .  As t a n  a d e c r e a s e s ,  t h e  l o o p s  r e p r e s e n t i n g  
t h e  z e r o  l i n e s  g o i n g  f r o m  t h e  n e i g h b o r i n g  " o u t p u t "  p o i n t s  a r e  more  
and  more  " i n f l a t e d " ,  coming  c l o s e r  t o  e a c h  o t h e r .  F o r  some c r i t -  
i c a l  v a l u e  o f  t a n  acr  d e p e n d i n g  o n  t h e  number  m ,  t h e r e  i s  t a n g e n c y  
o f  t h e  z e r o  l i n e s  coming o u t  o f  t h e  n e i g h b o r i n g  " o u t p u t "  p o i n t s ,  
w h i c h  c o r r e s D o n d s  t o  t h e  a r i s a l  o f  a t w o - f o l d  r o o t  o f  t h e  c h a r a c -  

f r o m  t h e  " o u t p u t  p o i n t s  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  " i n p u t "  p o i n t s  a i n  - - 
= 0 ( F i g .  5 ) .  L e t  u s  n ,  T i n  2 2 

t e r i s t i  

t h e r e  i 
" o u t  p u t  
a s  ymp t o 

C 

S 
11 

t e  

e q u a t i o n  i n  ( 2 - 1 ) .  I n  a f u r t h e r  ( s m a l l )  d e c r e a s e  o f  t a n  a ,  

C c- -s 

I Y 
F i g .  5 

a s p l i t t i n g  o f  t h e  z e r o  l i n e  g o i n g  f r o m  t h e  l e f t - h a n d  
p o i n t s .  T h i s  l i n e  now g o e s  t o  i n f i n i t y  a n d  h a s  t h e  

o f  ( 2 . 1 3 )  f o u n d  a b o v e .  The z e r o  l i n e  g o i n g  f r o m  t h e  
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r i g h t - h a n d  " o u t p u t "  p o i n t  now e n d s  a t  t h e  l e f t - h a n d  " i n p u t "  p o i n t ,  
where  t h e  z e r o  l i n e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l e f t - h a n d  " o u t p u t "  p o i n t  
h a d  e n d e d  p r e v i o u s l y  ( f o r  t a n  ci > >  t a n  a c r ) .  

The p r o c e s s  o f  c h a n g e  i n  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  l i n e  w e  examined  
d e p e n d s  on t h e  number m .  From ( 2 . 2 ) ,  w h i c h  d e f i n e s  t h e  p o s i t i o n  
o f  m u l t i p l e  z e r o s ,  we c a n  f i n d  t h e  a p p r o x i m a t i v e  c o o r d i n a t e s  o f  
t h e  p o i n t s  o f  t a n g e n c y  o f  t h e  z e r o  l i n e s  f o r  m > >  1, a n d  we c a n  
c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o f  t a n  ctcr on t h e  b a s i s  of ( 2 . 1 ) :  

1 
'i,( 2 - - In (4m+3) x; 

( 2 . 1 9 )  

t an  cycl ,  I 
(4m + 3) 'p: 

2 In (4m + 3) x 

T h u s ,  t h e  g r e a t e r  t h e  v a l u e  o f  m t h e  g r e a t e r  t h e  v a l u e s  o f  t a n  ct 

€or w h i c h  t h e r e  i s  t a n g e n c y  a n d  f u r t h e r  s p l i t t i n g  o f  t h e  z e r o  
l i n e s .  Wi th  a v a l u e  o f  t a n  (Y a s  h i g h  as  w a n t e d  b u t  s t i l l  f i n i t e ,  
w e  c a n  f i n d  t h a t  number f o r  w h i c h  t a n g e n c y  a n d  s p l i t t i n g  o f  t h e  
z e r o  l i n e s  a l r e a d y  t o o k  p l a c e .  With a d e c r e a s e  i n  t a n  a ,  t h e  
s p l i t t i n g  p r o c e s s  e n c o m p a s s e s  s m a l l e r  a n d  s m a l l e r  v a l u e s  o f  m .  
The q u a l i t a t i v e  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  l i n e s  i n  t h e  case o f  i n d u c t i v e  
impedance  i s  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  6 .  The a r r o w s  show t h e  d i r e c t i o n  
o f  d i s l o c a t i o n  o f  z e r o s  a l o n g  t h e  l i n e s  w i t h  a n  i n c r e a s e  o f  1 . 1 .  
W e  s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  f o r  a s p e c i f i c  v a l u e  o f  s u r f a c e  i m p e d a n c e  
wh ich  h a s  an  i n d u c t i v e  n a t u r e ,  t h e r e  i s  a l w a y s  o n l y  one  z e r o  l i n e  
g o i n g  t o  i n f i n i t y  a n d  c o r r e s p o n d i n g  t o  a c e r t a i n  " o u t p u t "  p o i n t ,  
t h e  number m o f  wh ich  d e p e n d s  on t h e  a r g u m e n t  o f  t h e  s u r f a c e  i m -  
p e d a n c e .  

The i d e a s  on t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  z e r o  l i n e s  p r e s e n t e d  a b o v e  
a r e  o f  a q u a l i t a t i v e  n a t u r e .  N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  c o n f i r m  t h e  
v a l i d i t y  o f  t h e  p i c t u r e  for t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  z e r o  l i n e s  we 
h a v e  d rawn .  F i g u r e  7 shows z e r o  l i n e s  i n  t h e  b a n d  ( 0 , ~ )  f o u n d  
w i t h  t h e  a i d  o f  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  ( 2 . 3 ) .  The numbers  a r o u n d  
t h e  z e r o  l i n e s  on t h i s  f i g u r e  c o r r e s p o n d  t o  v a l u e s  of  t a n  a. 
Tangency  of  t h e  z e r o  l i n e s  coming f r o m  t h e  p o i n t s  0 = 0 ,  T = 0 a n d  
u = T ,  T = 0 t a k e s  p l a c e  a t  t a n  aCr ", 1 . 2 4 ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  
w e a k l y  i n d u c t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  of t h e  u p p e r  w a l l  o f  t h e  wave-  
g u i d e  w i t h  a r g u m e n t  e q u a l  t o  -39O. I n  t h i s  r e g a r d ,  t h e  m u l t i p l e  
r o o t  of  ( 2 . 1 )  for t h e  c i t e d  v a l u e  o f  t h e  a r g u m e n t  o f  i m p e d a n c e  
a p p e a r s  i n  t h e  c a s e  when [ T I  = 1 6 B I  -N 2 . 6 4 .  

The f o l l o w i n g  r e s u l t s  a r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  g e n e r a l  p i c t u r e  w e  
h a v e  e x a m i n e d  f o r  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  p i  (or, more  

p r e c i s e l y ,  tli = 
c o n c e r n i n g  t h e  f i e l d  i n  a p l a n e  w a v e g u i d e .  

- 0 )  o f  t h e  t r a n s v e r s e  o p e r a t o r  o f  t h e  p r o b l e m  

F i r s t  o f  a l l ,  a n  i n t e r e s t i n g  f a c t  i s  s e e n  i n  t h e  p o s s i b i l i t y  
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\ 
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\ 

-6 

-7 



i -e - i  
of d e g e n e r a t i o n  of t h e  s p e c t r u m  of  t h e  t r a n s v e r s e  o p e r a t o r ,  
t h e  p r e s e n c e  of  a m u l t i p l e  e i g e n - v a l u e  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i , o n s .  
T h i s  t a k e s  p l a c e  o n l y  i n  t h e  case of w e a k l y  i n d u c t i v e  s u r f a c e  i m -  
p e d a n c e  o f  t h e  u p p e r  e n v i r o n m e n t  ( i o n o s p h e r e ) .  F o r  e x a m p l e ,  i n  
t h e  case of a u n i f o r m  u p p e r  e n v i r o n m e n t  w i t h  r e d u c e d  surface i m -  
p e d a n c e  o f  

w h e r e  em a n d  o a r e  t h e  r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  a n d  c o n d u c t i v i t y  o f  
t h e  u p p e r  e n v i r o n m e n t ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  e i g e n - v a l u e  w h i c h  i s  
l e a s t  i n  m o d u l u s  i s  f o u n d  t o  b e  d e g e n e r a t e  on t h e  c o n d i t i o n  t h a t  
t h e  f r e q u e n c y  o f  v i b r a t i o n s  a n d  t h e  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e  a r e  
l i n k e d  w i t h  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  u p p e r  e n v i r o n m e n t  by  t h e  fol- 
l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s  : 

- 1  

-1,5 - 

-2: 
t 

-45: 

-3; 

3,5 : 

- 

- 4  - 

-4,5 
z 

F i g .  

' K. Budden [ 6 ]  f i r s t  n o t e d  s u c h  a p o s s i b i l i t y .  
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, t h e n  d e g e n e r a c y  c a n  h o l d  f o r  1 
Ohm . m  I f  E m  = 1 a n d  0 = 2 . 5 ~ 1 0 - ~  

f 4 . 7 5  KHz a n d  h 8 0  km. T h e s e  d a t a  i n d i c a t e  t h a t  d e g e n e r a -  
t i o n  c a n  a p p a r e n t l y  b e  o b s e r v e d  u n d e r  r e a l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  p r o p -  
a g a t i o n  o f  s u p e r l o n g  waves  i n  a g r o u n d  w a v e g u i d e ;  h o w e v e r ,  t h i s  
q u e s t i o n  n e e d s  s e p a r a t e  i n v e s t i g a t i o n  w i t h  a c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  
s p h e r i c i t y  o f  t h e  w a v e g u i d e  c h a n n e l .  

L e t  u s  t u r n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  n u m e r a t i o n  o f  n o r m a l  waves  
( m o d e s ) .  As f o l l o w s  f r o m  F i g u r e  6 ,  t h e  p r o b l e m  o f  n u m e r a t i o n  o f  
modes i n  t h e  case o f  c a p a c i t i v e  i m p e d a n c e  d o e s  n o t  c a u s e  a n y  
d i f f i c u l t i e s .  Here it is n a t u r a l  t o  c a l l  t h e  m- th  mode t h a t  n o r -  
m a l  wave whose  e i g e n - v a l u e  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n :  

( 2 . 2 0 )  

/ 4  8 F o r  s u c h  n u m e r a t i o n ,  t h e  m o d u l u s  of t h e  e i g e n - v a l u e  p i n c r e a s e s  - 
m o n o t o n o u s l y  w i t h  a n  i n c r e a s e  o f  t h e  number  m y  s o  t h a ?  

IPO I < I P1 I < I P 2 1  ( 2 . 2 1 )  

T h u s ,  i n  t h e  c a s e  o f  c a p a c i t i v e  i m p e d a n c e  t h e  n u m e r a t i o n  o f  modes 
c a n  b e  c a r r i e d  o u t  i n  o r d e r  o f  t h e  i n c r e a s e  o f  , w h i c h  c o r r e -  
s p o n d s  t o  n u m e r a t i o n  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  u s e d  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  
l i t e r a t u r e .  

F o r  i n d u c t i v e  i m p e d a n c e ,  t h e  s i t u a t i o n  i s  more  c o m p l e x ,  a n d ,  
g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  ( 2 . 2 0 )  i s  n o t  f u l f i l l e d ,  w h i l e  
t h e  c o n d i t i o n s  o f  ( 2 . 2 1 )  a r e  i n c o n v e n i e n t  for n i J m e r a t i o n ,  s i n c e ,  
if  t h e y  a r e  k e p t ,  t h e n  n u m e r a t i o n  o f  t h e  modes i s  d e p e n d e n t  b o t h  
on t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  o f  t h e  u p p e r  w a l l  o f  t h e  w a v e g u i d e  a n d  
o n  t h e  h e i g h t  o f  t h e  l a t t e r .  From o u r  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e  s i m p l e s t  
a n d  m o s t  p u r p o s e f u l  n u m e r a t i o n , o f  modes c o r r e s p o n d s  t o  t h e  " o u t p u t "  
p o i n t s  of t h e  zero l i n e s  00 = m n ,  T O  = 0 ( s e e  F i g .  6 1 ,  s o  t h a t  
t h e  m- th  mode r e p r e s e n t s  t h a t  n o r m a l  wave f o r  w h i c h  

The p r o p o s e d  n u m e r a t i o n  i s  v a l i d  f o r  a n y  n a t u r e  o f  s u r f a c e  imped-  
a n c e ,  a n d ,  i n  t h e  case o f  c a p a c i t i v e  i m p e d a n c e ,  c o i n c i d e s  w i t h  
t h e  n u m e r a t i o n  b a s e d  o n  ( 2 . 2 0 )  or ( 2 . 2 1 ) .  M o r e o v e r ,  w i t h  s u c h  
n u m e r a t i o n  [ s e e  ( 2 . 2 2 ) ] ,  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  t h e  mode o f  a f i x e d  
number  d e s c r i b e s  a c o n t i n u o u s  c u r v e  w i t h  a c h a n g e  i n  t h e  h e i g h t  
o f  t h e  w a v e g u i d e  f o r  g i v e n  s u r f a c e  i m p e d a n c e .  
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F i n a l l y ,  w e  s h o u l d  m e n t i o n  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  s i n g l e  e i g e n -  
v a l u e s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  o p e r a t o r  r e l a t i v e  t o  s m a l l  c h a n g e s  i n  
t h e  a r g u m e n t  o f  s u r f a c e  impedance  i n  t h a t  case where  it i s  i n d u c -  
t i v e .  F o r  a n  e x a m p l e  o f  t h i s  phenomenon,  w e  c a n  c o n s i d e r  t h e  
e i g e n - v a l u e  o f  t h e  f i r s t  mode ( F i g .  6 ) .  F o r  v a l u e s  o f  t = 6f3 
which  a r e  r a t h e r  h i g h  i n  m o d u l u s ,  t h e  e i g e n - v a l u e  c o r r e s p o n d i n g  
i n  o u r  n u m e r a t i o n  t o  t h e  f i r s t  mode c a n  l i e  i n  c o m p l e t e l y  d i f -  
f e r e n t  r a n g e s  o f  t h e  complex  p l a n e  (p), d e p e n d i n g  o n  t h e  s p e c i f i c  
v a l u e  o f  t h e  a r g u m e n t  o f  s u r f a c e  i m p e d a n c e .  T h i s  c a n  b e  s e e n  
f r o m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  v a l u e  n I  = 

, T = 0 ( C u r v e s  1,2 a n d  371. i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  p o i n t  CI = 2 
3 i n  F i g .  6 ) ,  i n  a r a n g e  w i t h  a r a t h e r  h i g h  v a l u e  o f  / T I  ( C u r v e  4 

JGS i n  t h i s  ca se  i s  e i t h e r  

7T on F i g .  6 ) ,  or i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  p o i n t  CI = - T = O  2 '  
( C u r v e  5 on F i g .  6 ) .  C o n s e q u e n t l y ,  w i t h  s m a l l  c h a n g e s  i.n t h e  
a r g u m e n t  o f  s u r f a c e  i .mpedance a r o u n d  c e r t a i n  c r i t i c a l  v a l u e s  ( . c o r -  
r e s p o n d i n g  t o  t h e  p o i n t s  o f  t a n g e n c y  o f  t h e  z e r o  l i n e s  c l o s e s t  t o  
t h e  o u t p u t  p o i n t  o f  t h e  mode u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ) ,  t h e r e  i s  a 
d i s c o n t i n u o u s  c h a n g e  i n  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  a s i n g l e  mode f o r  
r a t h e r  h i g h  v a l u e s  o f  / T I  e x c e e d i n g  l T / c p  a t  t h e  c i t e d  p o i n t s  o f  
t a n g e n c y .  However ,  s u c h  a c h a n g e  i n  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  a s i n g l e  
mode d o e s  n o t  r e s u l t  i n  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  s p e c t r u m  o f  e i g e n - v a l u e s  
on t h e  w h o l e ,  a n d  i s  s i m p l y  a d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  n u m e r a t i o n  o f  
modes w e  a s sumed .  A c t u a l l y ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t ,  i n  a d i s -  
c o n t i n u o u s  c h a n g e  i n  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  a n y  mode t h e r e  i s  a d i s -  
c o n t i n u o u s  c h a n g e  i n  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  t h e  mode n e i g h b o r i n g  i t  
( o n  t h e  l e f t  or r i g h t ) ,  s o  t h a t  a s  a r e s u l t ,  as t h e  a r g u m e n t  o f  
s u r f a c e  impedance  a r o u n d  a c r i t i c a l  v a l u e  c h a n g e s ,  t h e  e i g e n - v a l u e  
o f  o n e  mode c o n v e r t s  c o n t i n u o u s l y  i n t o  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  a n o t h e r  
mode ( o n l y  t h e  number o f  t h i s  e i g e n - v a l u e  c h a n g e s  i n  t h e  d i s c o n -  
t i n u i t y ,  wh ich  i s  n o t  f u n d a m e n t a l  a n d  i s  l i n k e d  w i t h  t h e  t e r m i n -  
o l o g y  w e  u s e d ) .  

Up t o  now, w e  h a v e ' a c t u a l l y  b e e n  s p e a k i n g  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  
of  t h e  t r a n s v e r s e  o p e r a t o r  o f  t h e  p r o b l e m  f o r  f i x e d  f r e q . u e n c y  w i t h  
g i v e n  s u r f a c e  i m p e d a n c e ,  a n d  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e s e  v a l u e s  d u r i n g  
a n  i n c r e a s e  or d e c r e a s e  i n  t h e  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e .  T h e r e f o r e ,  
t h e  c u r v e s  on F i g u r e s  6 a n d  7 r e p r e s e n t  t h e  z e r o  l i n e s  a l o n g  w h i c h  

t h e  e i g e n - v a l u e s  ( m o r e  p r e c i s e l y ,  J q @ )  d i s p l a c e  w i t h  a c h a n g e  i n  
t h e  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e  h f o r  a n y  g i v e n  v a l u e s  o f  t h e  f r e q u e n c y  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  v i b r a t i o n s  a n d  t h e  s u r f a c e  impedance  o f  t h e  
i o n o s p h e r e .  I n  a p p l i c a t i o n ,  it i s  u s u a l l y  o f  i n t e r e s t  t o  s t u d y  
t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  o n  t h e  , f r e q u e n c y  o f  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  v i b r a t i o n s  f o r  g i v e n  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e  a n d  g i v e n  
s u r f a c e  impedance  o f  i t s  u p p e r  w a l l .  I f  t h e  s u r f a c e  impedance  
d i d  n o t  d e p e n d  o n  t h e  f r e q u e n c y ,  i t s  c h a n g e  would  b e  e n t i r e l y  
e q u i v a l e n t  t o  t h e  c h a n g e  i n  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e  i n  r e s p e c t  t o  
t h e  e f f e c t  on t h e  e i g e r - v a l u e s  ( 2 . 1 ) .  I n  t h i s  r e g a r d ,  t h e  c o u r s e  
of  t h e  z e r o  l i n e s  woulc r e m a i n  a s  b e f o r e  ( s e e  F i g s .  6 a c d  7 ) .  
A c t u a l l y  ( p a r t i c u l a r l y  i f  w e  a r e  s p e a k i n g  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  
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s u p e r l o n g  w a v e s ) ,  t h e  s u r f a c e  i m p e c a n c e  mos t  o f t e n  h a s  a r e l a t i v e -  
l y  s h a r p l y  e x p r e s s e d  f r e q u e n c y  d i s p e r s i o n ,  s o  t h a t  b o t h  t h e  modu- 
l u s  a n d  a r g u m e n t  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  c h a n g e  w i t h  a c h a n g e  i n  
f r e q u e n c y .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  m o d u l u s  a n d  a r g u m e n t  o f  t h e  v a l u e  
'c = -i60 a l s o  c h a n g e  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  f r e q u e n c y ,  s o  t h a t  t h e  
d e p i c t e d  p o i n t  t o n  t h e  c o m p l e x  p l a n e  ( t )  ( s e e  F i g .  I) d i s p l a c e s ,  
n o t  a i o n g  a r g  t = c1 = c o n s t ,  b u t  o v e r  some c o m p l e x  c l i r v e  whose 
s p e c i f i c  c o u r s e  d e p e n d s  on  t h e  g i v e n  f r e q u e n c y  d i s p e r s i o n  o f  t h e  
s u r f a c e  i m p e d a n c e .  T h i s  c u r v e  o n  t h e  p l a n e  ( n )  ( F i g s .  6 a n d  7 )  
c c r r e s p o n d s  t o  z e r o  l i n e s  s rh ich  a p p a r e n t l y  do  n o t  c o i n c i d e  w i t h  
a n y  o f  t h e  z e r o  l i n e s  d e p i c t e d  on  F i g u r e s  6 a n d  7 .  However ,  u s i n g  
t h e  d a t a  on  t h e  c o u r s e  o f  t h e  z e r o  l i n e s  i n  t h e  l a t t e r  case  and  
knowing  t h e  v a l u e s  o f  1.1 a l o n g  t h e s e  l i n e s ,  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  
 he b e h a v i o r  o f  t h e  z e r o  l i n e s  for f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  i m p e d a n c e .  

T h e  z e r o  l i n e s  f o r  f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  i m p e d a n c e  will i n t e r -  
/ S O  - s e c t  t h e  z e r o  l i n e s  c o r r s s p o n d i n g  t o  a r g  t = c o n s t .  I n  t h i s  r e -  

gard, i f  t h e  z e r o  l i n e  f D r  a r g  t = c o n s t  g o e s  o u t  f r o m  t h e  " o u t -  
pur:" p o i n t  CJ = m n ,  T = 0 ,  e n d s  a t  n e i g h b o r i n g  " i n p u t "  p o i n t s  ( o n  
t h e  l e f t  or r i g h t ) ,  or g 3 e s  t o  i n f i n i t y ,  t h e n  t h e  zero l i n e  c a n  
g o  e i t h e r  t o  i n f i n i t y  or, g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t o  a n y  " i n p u t "  p o i n t ,  
w i t h  a n  i n c ? e a s e  of 1 . 1  for f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  i m p e d a n c e .  As a 
r e s u l t ,  w i t h  a c h a n g e  i n  f r e q u e n c y  t h e  c o n t i n u o u s l y - c h a n g i n g  e i g e n -  
;.alrre f o r  some f r e q u e n c i e s  s h o u l d  b e  r e l a t e d  t o  o n e  c e r t a i n  mode 
i n  t h e  n u m e r a t i o n  u s e d ,  w h i l e  f o r  o t h e r  f r e q u e n c i e s  i t  s h o u d  b e  
r e l a t e d  t o  a n o t h e r  mode. I t  i s  n e c e s s a r y  t o  f i n d  w h e t h e r  or n o t  
T h t s  phenomenon t a k e s  p l a c e  s p e c i a l l y  i n  e a c h  s p e c i f i c  c a s e .  

T h e  p o s s i b l e  c h a n g e  i n  number  w i t h  a c h a n g e  i n  f r e q u e n c y  f o r  
a c o n t i n u o u s l y - c h a n g i n g  e i g e n - v a l u e  n o t e d  i s  o n e  more  d i s a d v a n t a g e  
of t h e  n u m e r a t i o n  o f  modes w e  u s e d  a b o v e .  U n d o u b t e d l y  w e  c o u l d  
h a v e  c a r r i e d  o u t  n u m e r a t i o n  o f  modes i n  a n o t h e r  way i n  t h e  ca se  o f  
f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  i m p e d a n c e ,  f o r  e x a m p l e  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  o f  

' I 'he  e i g e n - v a l u e  w h i c h  c h a n g e s  c o n t i n u o u s l y  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  
f r e q u e n c y  would  t h e n  c o r r e s p o n d  t o  t h e  same n o r m a l  wave i n  t h i s  
n u m e r a t i o n .  However ,  the! n u m e r a t i o n  o f  modes w h i c h  i s  b a s e d  on 
( 2 . 2 3 )  a l s o  h a s  i t s  d i s a d v a n t a g e s ;  i n  p a r t i c u l a r ,  i t  d e p e n d s  o n  
t h e  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e  as  w e l l  a s  t h e  s p e c i f i c  f r e q u e n c y  
d i s p e r s i o n  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e .  

i t  f o l l o w s  f r o m  t h e  a b o v e  t h a t  t h e  n u m e r a t i o n  o f  modes w h i c h  
i s  b a s e d  on  t h e  c o n d i t i o r - s  o f  ( 2 . 2 2 )  or ( 2 . 2 3 )  i s  g e n e r a l l y  d i f - '  
f e r e n t .  I t  is i m p o r t a n t  t o  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f  numera -  
t i o n  o f  modes i s  n o t  f u n c a m e n t a l ,  b e i n g  p u r e l y  a m a t t e r  of t e r -  
m i n o l o g y ,  a n d  w e  c a n  u s e  a n y  n u m e r a t i o n  of  m o d e s ,  n o t i n g  t h e  
n u m e r a t i o n  p r o c e d u r e  used. e a c h  t i m e .  We g a v e  s p e c i f i c  a t t e n t i o n  
to t h i s  p r o b l e m  o n l y  b e c a u s e  t h e r e  h a s  b e e n  n o  r e a l  c l a r i t y  c o n -  
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c e r n i n g  it i n  t h e  l i t e r a t u r e  t o  t h i s  t i m e ,  and  some a u t h o r s  h a v e  
r e l a t e d  t h e  same e i g e n - v a l u e  t o  d i f f e r e n t  modes [ 6 , 7 ]  w i t h o u t  
c l e a r l y  i n d i c a t i n g  t h e  p r i n c i p l e  o f  t h e  mode n u m e r a t i o n .  I n  t h e  
f u t u r e  w e  w i l l  k e e p  t h e  n u m e r a t i o n  o f  modes w h i c h  r e s u l t s  f r o m  
t h e  c o n d i t i o n  o f  ( 2 . 2 2 ) .  

S e c t i o n  3 .  C o n s t r u c t i n g  A p p r o x i m a t i v e  Formulas  f o r  
t h e  E i g e n - V a l u e s  o f  a P l a n e  Impedance Waveguide 

I n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n  we s t u d i e d  t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  
o f  t h e  b e h a v i o r  o f  e i g e n - v a l u e s  o f  a p l a n e  i m p e d a n c e  w a v e g u i d e .  
U s i n g  t h e  scheme o f  t h e  v a r i a t i o n  m e t h o d s ,  w e  c a n  a t t e m p t  t o  g i v e  
t h i s  p i c t u r e  a q u a n t i t a t i v e  n a t u r e .  U n d o u b t e d l y  w e  c o u l d  s o l v e  
t h e  t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  o f  ( 2 . 1 )  n u m e r i c a l l y  a n d  s t u d y  t h e  
b e h a v i o r  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  n u m e r i c a l l y ,  i n  d e p e n d e n c e  on t h e  
f r e q u e n c y  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  v i b r a t i o n s ,  t h e  h e i g h t  o f  t h e  wave-  
g u i d e  a n d  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  o f  i t s  u p p e r  w a l l .  However ,  t h i s  
s t u d y  would  i n v o l v e  a g r e a t  d e a l  o f  t i m e - c o n s u m i n g  c a l c u l a t i o n s .  
T h i s  i s  why i t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  o b t a i n  r a t h e r  s i m p l e  a p p r o x i m a -  
t i v e  a n a l y t i c a l  f o r m u l a s  f o r  t h e  e i g e n - v a l u e s ,  on t h e  b a s i s  o f  
wh ich  we c o u l d  s t u d y  t h e i r  d e p e n d e n c e  on t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  
p r o b l e m  a n a l y t i c a l l y .  M o r e o v e r ,  s u c h  a p p r o x i m a t i v e  f o r m u l a s  would  
h a v e  v a l u e  i n  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  
o f  (2.1), s i n c e  t h e  r e s u l t s  t h e y  wou ld  g i v e  c o u l d  b e  u s e d  as  t h e  
i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  unknown e i g e n - v a l u e s .  

I n  o b t a i n i n g  t h e  a p p r o x i m a t i v e  a n a l y t i c a l  f o r m u l a s  f o r  t h e  
e i g e n - v a l u e s  w i t h  t h e  v a r i a t i o n  m e t h o d s ,  w e  w i l l  k e e p  t h e  f o l l o w -  
i n g  g o a l s  i n  m i n d :  

(1) O b t a i n i n g  s i m p l e  a n a l y t i c a l  f o r m u l a s  b a s e d  on  one -d imen-  
s i o n a l  a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r  K m .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  v a r i a -  
t i o n  m e t h o d s  g i v e  a v a l u e  o f  o n e  e i g e n - v a l u e  c l o s e s t  t o  t h e  s e l e c t -  
e d  l f c e n t e r "  o f  u! ( s e e  S e c t i o n  1 ) .  If t h e r e  a r e  two e i g e n - v a l u e s  
wh ich  d i f f e r  s l i g h t l y  f r o m  o n e  a n o t h e r  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h i s  
" c e n t e r " ,  t h e n  t h e  a c c u r a c y  o f  a o n e - d i m e n s i o n a l  a p p r o x i m a t i o n  
d e c r e a s e s  a b r u p t l y .  T h e r e f o r e ,  t h e  f o r m u l a s  o f  a o n e - d i m e n s i o n a l  
a p p r o x i m a t i o n  do  n o t  p e r m i t  d e s c r i b i n g  t h e  phenomenon o f  d e g e n e r a -  
t i o n  o f  wh ich  we s p o k e  a b o v e .  

( 2 )  A f u r t h e r  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m s  o f  d e g e n e r a t i o n  and  
n u m e r a t i o n  o f  modes .  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  we w i l l  u s e  t w o - d i m e n s i o n a l  
a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  o p e r a t o r  Km., a n d  we w i l l  o b t a i n  t h e  f o r m u l a s  
o f  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  for t h e  e i g e n - v a l u e s ,  w i t h  t h e  a i d  o f  wh ich  
w e  c a n  a l s o  e s t i m a t e  t h e  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  f i r s t -  
a p p r o x i m a t i o n  f o r m u l a s .  

We w i l l  g i v e  a g r e a t  d e a l  of a t t e n t i o n  t o  t h e  s t u d y  o f  t h e  
b e h a v i o r  o f  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  z e r o  and  f i r s t  modes b e l o w .  

C a l c u l a t i o n s  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  v a r i a t i o n  m e t h o d s  a r e  c a r r i e d  
o u t  a c c o r d i n g  t o  t h e  s t a n d a r d  p l a n  o f  [ 4 , 5 ] ;  h o w e v e r ,  t h e  a c c u r a c y  
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a n d  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  f o r m u l a s  o b t a i n e d  w i l l  d e p e n d  
l a r g e l y  o n  a s u c c e s s f u l  s e l e c t i o n  of  t h e  " c e n t e r "  P: a n d  t h e  s u b -  
s p a c e  H n ,  w i t h  t h e  a i d  o f  w h i c h  t h e  a p p r o x i m a t i o n  of  t h e  o p e r a t o r  
K m  i s  c a r r i e d  o u t .  F i r s t  o f  a l l ,  as  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  1, w e  
m u s t  h a v e  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  number  pf  a n d  t h e  s u p p o r t  e l e m e n t  
z: a g r e e .  I t  i s  n a t u r a l  t o  s e l e c t  t h e  f o l l o w i n g :  

s i n c e ,  i n  t h a t  case when t h e  e i g e n - v a l u e  o f  t h e  o p e r a t o r  L x  o f  
(1.1) t e n d s  t o w a r d  ~ 7 ,  its e i g e n - f u n c t i o n ,  a n d  t h u s  t h e  e i g e n -  
f u n c t i o n  of  t h e  o p e r a t o r  l<m, t e n d  t o w a r d  t h e  e x p r e s s i o n  o f  ( 3 . 1 ) .  
Wi th  t h i s  s e l e c t i o n  o f  z ! ,  t h e  o p e r a t o r  Km o f  ( 1 . 3 )  a c q u i r e s  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m :  

R 

The o p e r a t o r  K"' - - , e r m i n e d  b y  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  i s  f o u n d  t o  b e  
c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s ,  w h i c h  v a l i d a t e s  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  G a l e r k i n  
method or t h e  method o f  i n s t a n c e s  for f i n d i n g  i t s  e i g e n - v a l u e s .  

F u r t h e r ,  t h e  q u e s t i o n  of s e l e c t i n g  P; i s  r a i s e d .  I n  o r d e r  
t o  o b t a i n  s i m p l e  f o r m u l a s ,  t h e  " c e n t e r "  o f  1-1; m u s t  b e  s e l e c t e d  
a s  t h e  s i m p l e s t  o n e  a n d ,  a s  f o l l o w s  f r o m  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e -  
c e d i n g  s e c t i o n ,  w e  m u s t  e x a m i n e  two cases  - t h e  cases  o f  " s m a l l "  
a n d  " l a r g e "  v a l u e s  o f  I S @ [ .  

I n  t h e  f i r s t  case ,  i t  i s  n a t u r a l  t o  t a k e  f o r  p; i t s  v a l u e  
o b t a i n e d  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  w i t h  6 = 0 ( t h e  p p e r  w a l l  o f  t h e  
w a v e g u i d e ,  a s  t h e  l o w e r  o n e ,  h a s  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y ) ,  

( 3 . 3 )  

S i n c e  w e  a g r e e d  t o  n u m e r a t e  t h e  modes i n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  
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" o u t p u t "  p o i n t s  [ s e e  ( 2 . 2 2 ) ] ,  t h e  number  m i n  ( 3 . 3 )  r e l a t e s  t o  t h e  
m-th mode. 

m I n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  f o r  u o  we w i l l  s e l e c t  a v a l u e  c o r r e s p o n d -  
i n g  t o  ( 6 1  = OD ( s o - c a l l e d  m a g n e t i c  w a l l ) ,  

( 3 . 4 )  

I n  t h i s  f o r m u l a  t h e  s u p e r s c r i p t  m means t h e  number  o f  t h e  " i n p u t 1 '  
p o i n t .  The f i x a t i o n  o f  t h e  " i n p u t "  p o i n t  d o e s  n o t  p e r m i t  d e t e r -  
m i n i n g  t h e  number o f  t h e  mode u n a m b i g u o u s l y ;  t h e r e f o r e ,  w e  m u s t  
u s e  q u a l i t a t i v e  r e s u l t s  c o n c e r n i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  
as  o b t a i n e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n  i n  o r d e r  t o  compare  t h e  num- 
b e r  m o f  some mode i n  t h i s  ca se .  T h e s e  r e s u l t s  show t h a t  t h e  
e i g e n - v a l u e  o f  t h e  m-th a n d  t h e  m + 1 - t h  modes c a n  b e  i n  t h e  n e i g h -  
b o r h o o d  o f  a g i v e n  " i n p u t "  p o i n t ,  w i t h  number  m d e p e n d i n g  on  t h e  
a r g u m e n t  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  6 .  T h u s ,  for a r g  6 > -39O, t h e  
e i g e n - v a l u e  o f  t h e  z e r o  mode i s  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  " i n p u t "  
p o i n t  w i t h  m = 0 .  However ,  i f  a r g  6 < -39O, t h e n  we f i n d  t h e  e i g e n -  
v a l u e  o f  t h e  f i r s t  mode,  w h i l e  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  t h e  z e r o  mode i s  
f a r  removed f r o m  t h i s  " i n p u t "  p o i n t  a n d  g o e s  t o  i n f i n i t y  o f  f? + O D .  
An a n a l o g o u s  s i t u a t i o n  a l s o  t a k e s  p l a c e  f o r  o t h e r  " i n p u t "  p o i n t s .  
W e  c a n  f i n d  f r o m  ( 2 . 1 9 )  t h a t  m = 1 i n  ( 3 . 4 )  r e l a t e s  t o  t h e  f i r s t  
mode for a r g  6 > -16O and  t o  t h e  s e c o n d  mode for a r g  6 < -16O; i n  
t h i s  r e g a r d ,  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  t h e  f i r s t  mode t e n d s  t o w a r d  i n -  
f i n i t y  f o r  f? -+ u3 i n  t h e  r a n g e  o f  -39O < a r g  6 < - 1 6 O ,  : .e. , t h e  
f i r s t  mode d o e s  n o t  h a v e  a f i n i t e  " i n p u t "  p o i n t ,  e t c .  

We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  when t h e  e i g e n - v a l u e  o f  some mode 
d o e s  n o t  h a v e  a f i n i t e  " i n p u t "  p o i n t ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  c o n s t r u c t  
s i m p l e  a n a l y t i c a l  f o r m u l a s .  However ,  t h i s  c a s e  i s  n o t  o f  i n t e r e s t  
f r o m  t h e  p r a c t i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  s i n c e  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  mode i s  g r e a t  i n  t h i s  r e g a r d ,  a n d  i t  c a n  s i m p l y  b e  
d i s r e g a r d e d  i n  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  f i e l d .  The e x c e p t i o n  i s  t h e  
z e r o  mode f o r  p u r e l y  i n d u c t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  o f  t h e  u p p e r  w a l l  
o f  t h e  w a v e g u i d e .  

L e t  u s  now t u r n  t o  t h e  r e s u l t s  for e i g e n - v a l u e s  o b t a i n e d  w i t h  
t h e  a i d  o f  t h e  me thod  o f  i n s t a n c e s .  We w i l l  b e g i n  w i t h  t h e  s t u d y  
o f  a o n e - d i m e n s i o n a l  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  o p e r a t o r  K m ,  i . e . ,  

where  E 1  i s  t h e  p r o j e c t o r  o n t o  s p a c e  w i t h  b a s i s  v e c t o r  o f  ( 3 . 1 ) .  
I n  t h e  c a s e  o f  a o n e - d i m e n s i o n a l  a p p r o x i m a t i o n  t h e  s c h e m e s  o f  t h e  
method o f  i n s t a n c e s  a n d  t h e  G a l e r k i n  me thod  c o i n c i d e .  
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o f  t h e  e 

n g  b y  t h e  
' m e  c a l c u l a  

Case o f  

e z e r o  mod 

e m-th mod 

Case o f  

- ( 3 . 7 )  t h e  
i t i o n  for 

e r y  s i m p l e  
w i t h  ( 3 . 5  

f t h e  s u r f  
s e l f - c o n j u  
o f  t h e  e i g  

g i v e n  b y  

11 known, 
i g e n - v a l u e  

scheme p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  1, s i m p l e  b u t  r a t h e r  
t i o n ,  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  

t l s m a l l f l  1 6 8  I 

( 3 . 5 )  

( 3 . 7 )  

b r a n c k e s  o f  t h e  r o o t s  w e r e  f i x e d  by  t h e  f o l l o w -  
t h e  s a k e  o f  d e f i n i t e n e s s :  

f m  VpP Q 0. 

e v a l u a t i o n  o f  t h e  a c c u r a c y  for t h e  e x p r e s s i o n s  
) - ( 3 . 7 )  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  €or p u r e l y  i m a g i n a r y  
ace i m p e d a n c e .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  o p e r a t o r  Km 
g a t e ,  a n d  i t  i s  p o s s i b l e  t o  make t w o - s i d e d  e v a l -  
e n - v a l u e s  [ 4 ] .  The e s t i m a t e  b e l o w  o f  t h e  e i g e n -  
t h e  f o l . l o w i n g  i n e q u a l i t y :  

I B P  
1 

1- -2- 

/ 5 4  ( 3 . 5 ) - ( 3 . 7 )  g i v e  i n c r e a s e d  ( I n  m o d u l u s )  v a l u e s  - 
s i n  t h i s  ca se .  H a v i n g  made t h e  c o r r e s p o n d i n g  

I 
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c a l c u l a t i o n s  f o r  t h e  z e r o  mode a n d  t h e  " s m a l l "  1 6 8  1 , we c a n  o b t a i n  
t h e  f o l l o w i n g  t w o - s i d e d  e s t i m a t e  o f  t h e  e i g e n - v a l u e  o f  z e r o  mode: 

where  R e  6 = 0 ,  w h i l e  t h e  t t + f f  a n d  s i g n s  r e l a t e  t o  I m  6 > 0 a n d  

I m  6 < 0 r e s p e c t i v e l y ,  a n d  i n  t h e  f i r s t  case I 4 p i 1  = my w h i l e  

i n  t h e  s e c o n d  I 117 = i di7. 
- 

U s i n g  ( 3 . 8 1 ,  we c a n  e v a l u a t e  t h e  v a l u e s  o f  6 8  f o r  wh ich  ( 3 . 5 )  
i s  v a l i e d  w i t h  a c e r t a i n  g i v e n  a c c u r a c y ,  a s s u m i n g  t h a t  t h e  p r e c i s e  
v a l u e  o f  t h e  e i g e n - v a l u e  i s  i n  t h e  m i d d l e  b e t w e e n  t h e  b o u n d a r i e s  
g i v e n  b y  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( 3 . 8 ) .  For e x a m p l e ,  i f  we a r e  i n t e r e s t -  
e d  i n  t h e  v a l u e s  o f  6 B  f o r  w h i c h  t h e  e r r o r  i n  ( 3 . 5 )  d o e s  n o t  e x c e e d  
lo%, t h e n  t h e s e  v a l u e s  l i e  w i t h i n  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r v a l ,  a c c o r d i n g  
t o  ( 3 . 8 ) :  

-5.5 < < 1.1 (Re 8 = O ) .  , 3 . 9 )  

The r e s u l t s  o f  a c o m p a r i s o n  of t h e  e i g e n - v a l u e s  g i v e n  b y  ( 3 . 5 )  
a n d  t h e  v a l u e s  o b t a i n e d  as a r e s u l t  of n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  t o  ( 2 . 1 )  
a r e  g i v e n  i n  T a b l e  1. 

T A B L E  1 

rap p precise ' IVt.,, 
1.57 1 
1.265 
1.077 
0.860 
1.200 
1.630 
1.80 
1.89 

3.0 i 5 
w 7  

1.732 
1.309 
' 1.095 
0.866 
1,225 
1,730 
1.98 
2.12 
2.45 
00 

E r r o r  % 

10 
3 
2 
0.7 
2 
6 

10 
12 
18 
00 

A c o m p a r i s o n  o f  t h e  t w o - s i d e d  e s t i m a t e s  o f  ( 3 . 9 )  a n d  t h e  r e s u l t s  
o f  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  ( T a b l e  1) shows t h a t  t h e  i n e q u a l i t y  i n  
( 3 . 9 )  g i v e s  somewhat  d e c r e a s e d  l i m i t s  t o  t h e  a p p l i c a b i l i t y  of ( 3 . 5 ) ;  
t h e  p r e c i s e  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y  ( f o r  r e l a t i v e  e r r o r  n o  g r e a t e r  
t h a n  1 0 % )  i n  ( 3 . 5 )  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :  
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i . e . ,  a r e  v e r y  

-- co <i8g -< 1.7 (Re 8 = 0), ( 3 . 1 0 )  

broad. 

We c a n  e v a l u a t e  t h e  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y  o f  ( 3 . 6 )  i n  t h e  c a s e / 5 5  - 
o f  " s m a l l "  1 6 6 1  f o r  t h e  m-th mode a t  R e  6 = 0 i n  a s i m i l a r  way. The 
t w o - s i d e d  e s t i m a t e s  i n  t h i s  c a s e  h a v e  t h e  f o ? l - o w i n g  f o r m :  

1125; j'T 

- c1 

L e t  u s  now s t i p u l a t e  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  p r e c i s e  

v a l u e s  of  dux. w h i c h  we w i l l  c o n s i d e r  h a l f w a v  b e t w e e n  t h e  l i m i t s  
~~ - 

g i v e n  
mus t  1 

. . L  

by (3.11) 
n o t  e x c e e d  

. *  

a s  b e f o r e ,  a 
. 0.1.~ u s i n g  

nd  t h e  a p p r o x i m a t e  G a l u e  g i v e n  by  ( 3 . 6 )  
(2.11), w e  can t h e n  o b t a i n  t h e  f o l l o w -  

i n g  l i m i t a t i o n  on  6 B  f o r  m 2 :  

As f o r  t h e  f i r s t  mode, it i s  more c o n v e n i e n t  t o  e v a l u a t e  t h e  a c c u r -  
a c y  i n  ( 3 . 6 )  f o r  it b y  a d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  t h e  p r e c i s e  v a l u e s  o f  

cf f o u n d  n u m e r i c a l l y  a n d  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  
a i d  o f  t h i s  f o r m u l a .  The r e s u l t  o f  s u c h  a c o m p a r i s o n  i s  g i v e n  i n  
T a b l e  2. 

i PJfj 

-co 
- 10 
- 4  
- 2  
-- 1 

1 
2 

T A B L E  2 

~~~ ~~ 

I n  e x a m i n i n g  t h e  m-th mode i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  f i n d  t h e  r e l a -  
t i v e  e r r o r ,  s i n c e  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  t e n d s  t o  v a n i s h  w i t h  a n  i n c r e a s e  
i n  t h e  number m ,  a s  s e e n  from t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( 3 . 1 1 ) .  
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It follows from Table 2 that, on the condition that 

the difference between the approximative and precise results does 
not exceed 0.1. 

The estimates iven for the approximating formulas in ( 3 . 5 )  and 
( 3 . 6 )  f o r  "small" 7 6 0  I show that they describe the behavior of the 
eigen-values rather well for Re 6 = 0, all the way to values of 
1 6 0 1  which exceed unity. We can expect that this conclusion will 
also be valid for Re 6 f 0. 

We were speaking above o f  the accuracy in formulas ( 3 . 5 )  and /56 
( 3 . 6 )  f o r  "smsll" 1 6 0 1 .  The accuracy of (3.7) € o r  "large" 1 6 0 1  at 
Re 6 = 0 can .le examined in a similar way. We will limit ourselves 
here to an investigation of (3.7) for m = 1 in the case of Re 6 2 0. 
F o r  Im 6 > 0, (3.7) gives the eigen-value of the zero mode, and for 
lm 6 < 0, it gives that of the first mode. Tables 3 and 1+ show the 
precise and approximate figures o f  the eigen-values of the zero and 
first modes, as well as the eigen-values obtained by ( 3 . 5 )  and ( 3 . 6 )  
f o r  "small" 1 6 6 1  , f o r  the sake of a comparison. 

TABLE 3 

rag I 1'7 B precise 

-1 
_- 2 
-4 
-- m 

0,860 
1.07 7 
1,266 
1,671 

T A B L E  4 

0,703 
1,020 
1.254 
1.57 1 

2,46 360 1 3 2  
2.7 1 1,67 

1,57 

- 
- 
- 

4 2,05 
6 1.88 
02 1.5' 1 
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I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  T a b l e  3 t h a t ,  i n  t h e  ca se  o f  c a p a c i t i v e  s u r -  
f a c e  i m p e d a n c e ,  t h e  r a n g e s  o f  a p p l i c a b i l i t y  for ( 3 . 5 )  a n d  ( 3 . 7 )  a r e  
s u p e r p o s e d  r a t h e r  w e l l ,  a n d  t h e i r  combined  u s a g e  [ f o r  1 6 6 1  < 3 ,  
Formula  ( 3 . 5 ) ;  For ( 6 B (  > 3 ,  Formula  ( 3 . 7 ) 1  l e a d s  t o  a r e s u l t  w h i c h  
d i f f e r s  b y  n o  more t h a . 9  3% f r o m  t h e  p r e c i s e  v a l u e .  F o r  i n d u c t i v e  
s u r f a c e  i m p e d a n c e ,  t h e  m a t t e r  i s  somewhat  d . i f f e r e n t ,  as  follows from 
T a b l e  4 .  F o r m u l a  ( 3 . 7 )  f o r  m = 1 g i v e s  t h e  e i g e n - v a l u e  of t h e  f i r s t  
mode d i f f e r i n g  f r o m  t h e  p r e c i s e  o n e  by n o  more t h a n  0 . 1  a t  ( 6 R (  
4 ,  w h i l e  ( 3 . 6 )  i s  a p p l i c a b l e  f o r  t h e  same a c c u r a c y  a t  ! S B (  < 1 . 7 .  

H a v i n g  f i n i s h e d  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  e l e m e n t a r y  f o r m u l a s  c o r r e s -  
p o n d i n g  t o  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  a p p r o x i m a t i o n ,  i t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  
f i n d  t h e  r e g i o n s  o n  t h e  p l a n e  (66) i n  w h i c h  t h e  f o r m u l a s  f o r  the 
" s m a l l "  a n d  " l a r g e "  1 6 f  1 s u p e r p o s e  w i t h  g i v e n  a c c u r a c y .  T h e s e  re- 
g i o n s  a r e  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  8 for t h e  z e r o  mode. I n  r e g i o n  I ,  t h e  
r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t t . e  modu lus  o f  t h e  d i f f e r e n c e  i n  e i g e n - v a l u e s  / 5 7  
g i v e n  b y  ( 3 . 5 )  a n d  ( 3 . 7 )  a n d  t h e  m o d u l u s  o f  c n e  o f  them d o e s  noT 
e x c e e d  lo%, a n d  i n  t h e  r e g i o n  11, i?. d o e s  n o t  e x c e e d  7 % .  

T h u s ,  i n  t h e  ca se  of  c a p a c i t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e s  t h e  s i m p l e s t  
f o r m u l a s  g u a r a n t e e  a c c u r a c y  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  f o r  q u a l i t a t i v e  i n -  
v e s t i g a t i o n s ,  a n d  t h e y  m a k e  i t  p o s s i b l e  t o  f i n d  t h e  e i g e n - v a l u e s  f o r  
p r a c t i c a l l y  a n y  I S B l .  However ,  f o r  i n d u c t i v e  s u r f a c e  i m p e d a n c e s  
t h e  r a n q e  o f  a p p l i c a b i l i t y  c f  t h e  s i m p l e s t  a p p r o x i m a t i n g  f o r m u l a s  
i s  ndrpO-,qeT. T h i s  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  p o s s i b l e  a r i s a l  of d e g e r ' e r -  
a t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m  for i n d u c t i v e  i m p e d a n c e .  I n  o r d e r  t o  d e s c r i b e  
t h i s  phenomenon,  as  w e l l  as  t o  c l a r i f y  t h e  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y  
o f  ( 3 . 5 ) - ( 3 . 7 )  f u r t h e r ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e x a m i n e  t h e  f o l l o w f n g ,  
s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n ,  u s i n g  t h e  me thod  of  i n s t a n c e s .  

W e  w i l l  i l l x s t r a t e  t h e  s e c o n d  
a p p r o x i m a t i o n  w i t h  t h e  e x a m p l e  o f  
t h e  " c e n t e r "  o f  p t  = ~8 = 0 ,  a n d  

1mW the s e l e c t i o n  o f  t h i i t  c e n t e r  w i l i  
f O  l e a d  u s  t o  t h e  a p p r o x i m a - c i v e  form-  

ulas f o r  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  
8 z e r o  a n d  f i r s t  modes i n  t h e  c a s e  

o f  " s m a i l "  1 6 1 3 ) .  I n  o r d e r  t o  o b -  
6 t a i n  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n ,  we 

w i l l  u s e  t h e  t w o - i l i m e n s i o n a l  a p -  
p r o x i m a t i o n  o f  t h e  o p e r a t o r  Yo 4 

2 

K i  = E2K0E2, 
0 

-2 w h e r e  E 2  i s  t h e  p r o j e c t o r  o n t o  s p a c e  
g i v e n  b y  t h e  b a s i s  v e c t o r s  

-41 
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A s  a r e s u l t  of e l e m e n t a r y  b u t  cumbersome c a l c u l a t i o n s ,  w e  c a n  ob-  
t a i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

(3.13) 

The b r a n c h  o f  t h e  o u t e r  r a d i c a l  i s  f i x e d  a s  b e f o r e  b y  t h e  c o n d i t i o n  

Im j / p 2 , 0  5 0 .  
s h e e t e d  Riemann s u r f a c e  f o r  i t s  u n i f o r m i z a t i o n ,  a n d ,  f rom t h e  b r a n c h -  
i n g  p o i n t  

-Ti 
A s  for t h e  i n n e r  r a d i c a l ,  w e  w i l l  i n t r o d u c e  a t w o - / 5 8  - 

we w i l l  p l o t  on  t h e  p l a n e  ( i 6 f J )  a b r e a k  t o  i n f i n i t y  a l o n g  t h e  con-  
t i n u a t i o n  of  t h e  l i n e  coming f rom t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  
( F i g .  9 ) .  We w i l l  c a l l  t h e  u p p e r  s h e e t  of  t h e  Riemann s u r f a c e  t h a t  
s h e e t  on  wh ich  t h e  i n n e r  r a d i c a l  a c q u i r e s  t h e  v a l u e s  o f  +1 a t  t h e  
o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  r e a l  a n d  ima .g ina ry  
p a r t s  of The r a d i c a l  on t h e  u p p e r  s h e e t  h a v e  s i g n s  a s  shown i n  F i g -  
u r e  9 .  O b v i o u s l y ,  on  t h e  l o w e r  s h e e t ,  a l l  t h e  s i g n s  a r e  t h e  i n v e r s e  

For s u c h  a f i x a t i o n  o f  t h e  
b r a n c h e s  o f  t h e  i n n e r  r a d i c a l  i n  
( 3 . 1 3 ) ,  t h e  u p p e r  s h e e t  o f  t h e  R i e -  
mann s u r f a c e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  z e r o  mode,  w h i l e  
t h e  l o w e r  s h e e t  c o r r e s p o n d s  t o  t h o s e  
o f  t h e  f i r s t  mode. A c t u a l l y ,  f o r  
f3 + 0 w e  h a v e  

1 - 3  
I F i g .  9 

on  t h e  u p p e r  s h e e t  a n d  

3 
T h e  i n n e r  r a d i c a l  i n  (3.13) h a s  a s e c o n d  b r a n c h i n g  p o i n t  w h i c h  is 

c o m p l e x - c o n j u g a t e  w i t h  ( 3 . 1 4 ) ;  h o w e v e r ,  w e  w i l l  n o t  e x a m i n e  i t ,  
s i n c e  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e  o f  t h e  p l a n e  C i S S )  c o r r e s p o n d s  t o  p h y s i -  
c a l l y  p r a c t i c a b l e  s t r u c t u r e s .  
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o n  t h e  l o w e r  s h e e t ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  " o u t p u t "  p o i n t s  o f  t h e  
z e r o  a n d  f i r s t  modes (0 a n d  I T ,  r e s p e c t i v e l y ) .  

O b v i o u s l y ,  t h e  b r a n c h i n g  p o i n t  o f  ( 3 . 1 4 )  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c a s e  
o f  d e g e n e r a c y ,  i . e . ,  c o i n c i d e n c e  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  f i r s t  
a n d  z e r o  modes .  A t  t h e  b r a n c h i n g  p o i n t  o f  ( 3 . 1 4 ) ,  = 2.64 a n d  
a r g  6 -38O4Of ,  w h i c h  c o i n c i d e s  w e l l  w i t h  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  
S e c t i o n  2 of t h i s  s t u d y  by  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d .  T h i s  c o r n c i d e n c e  
shows t h a t  ( 3 . 1 3 )  o f  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  d e s c r i b e s  t h e  b e h a v i o r  o f  
t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  z e r o  a n d  f i r s t  modes w i t h  a h i g h  d e g r e e  o f  
a c c u r a c y  for a n y  a r g u m e n t s  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  a l l  t h e  way t o  / 5 9  
l E S l  - 3 ,  i n c l u d i n g  t h e  phenomenon o f  d e g e n e r a c y  o f  t h e  z e r o  ilnd - 
f i r s t  modes .  M o r e o v e r ,  w e  s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  ( 3 . 1 3 )  g i v e s  numbers  
for t h e  e i g e n - v a l u e  o f  t h e  z e r o  mode for a r g  E > -38O40 '  and  t h e  
f i r s t  mode f o r  a r g  E < -3BO40' for 1 E B ) - + m ,  w h i c h  d i f f e r  f r o m  t h e  
p r e c i s e  v a l u e  ( 7 ~ / 2 )  b y  0 . 6 % .  
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A s  w e  a l r e a d y  m e n t i o n e d  i n  t h e  
p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  t h e r e  w a s  a d i s -  
c u s s i o n  b e t w e e n  Wait a n d  Sudden  
c o n c e r n i n g  t h e  n u m e r a t i o n  o f  modes 
a n d ,  p a r t i c u l a r l y ,  t h e  f o l l o w i n g  
q u e s t i o n :  i s  t h e  zero o r  t h e  f i r s t  
mode t h e  p r i n c i p a l  o n e  i n  t h e  r a n g e  
o f  s u p e r l o n g  w a v e s ?  (Eudden  c c n -  
s i d e r e d  t h a t  t h e  z e r o  mode w a s  t h e  
b a s i c  o n e ,  a n d  Wait c o n s i d e r e d  2-t 
t o  b e  t h e  f i r s t  m o d e . )  U s f n g  ( 3 . 1 3 )  
a n d  k e e p i n g  t h e  n u m e r a t i o n  o f  modes 
we i n t r o d u c e d ,  we c a n  f i n d  a n  a n s w e r  
t o  t h i s  q u e s t i o n .  A r a t h e r  s i m p l e  
a n a l y s i s  cf ( 3 . 1 3 )  shows t h a t  t h e  
m u t u a l  r o l e  o f  t h e  z e r o  a n d  f i r s t  
modes d e p e n d s  o n  w h a t  r a t i o  b e t w e e n  
t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  i o n o s p h e r e  
cr a n d  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e  i s  f o u n d :  

If cr > 5cp ,  t h e n  t h e  f i r s t  mode 
( i n  o u r  n u m e r a t i o n )  p l i i y s  t h e  p r i n -  
c i p a l  r o l e  i n  t h e  r a n g e  o f  s u p e r -  
l o n g  w a v e s ,  a n d  i f  cr < Ocp,  i t  i s  

F i g .  1 0  

t h e  z e r o  mode. The z e r o  mode i s  t h e n  t h e  p r i n c i p a l  o n e  u n d e r  t h e  /60 
d i u r n a l  c o n d i t i o n s  f o r  p r o p a g a t i o n  (h-7Okm, O c p  = P-10-6 d - 1 ,  
cr = 2 ~ 1 0 - ~  -), a n d  t h e  f i r s t  mode i s  p r i n c i p a l  u n d e r  t h e  n o c t u r -  

- 6.1G-6  1 , u = 8 . 1 0 - 6  & 1. n a l  c o n d i t i o n s  ( h  = 9 0  k m ,  c r c r  - 
Ohm m 

Ohm a m  

I n  c o n c l u d i n g  t h i s  s e c t i o n ,  w e  w i l l  t o u c h  b r i e f l y  o n  a n  e v a l u a -  
t i o n  of t h e  l i m i t s  t o  p r a c t i c a b i l i t y  o f  t h e  f i r s t - a p p r o x i m a t i o n  
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f o r m u l a s  ( 3 . 5 )  and  ( 3 . 7 )  for t h e  z e r o  mode w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  s ec -  
o n d - a p p r o x i m a t i o n  f o r m u l a  i n  ( 3 . 1 3 ) .  F i g u r e  1 0  shows r e g i o n s  I a n d  
I T  i n  wh ich  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  r e s u l t s  g i v e n  by  ( 3 . 5 )  and  ( 3 . 1 3 )  
does 2 o t  e x c e e d  1 0  and  5 % ,  r e s p e c t i v e l y .  As f o r  ( 3 . 7 1 ,  t h e  r e s u l t s  
o b t a i n e d  w i t h  i t  d i f f e r  from t h o s e  o b t a i n e d  a c c o r d i n g  t o  ( 3 . 1 3 )  by 
no  more t h a n  1 0 %  i n  t h e  r a n g e  a b o v e  a n d  t o  t h e  r i g h t  o f  t h e  l i n e  
a b c  on F i g u r e  1 0 .  I n  t h e  same f i g u r e ,  t h e  r e g i o n  w h e r e  t h e  e r r o r  
i n  t h e  s e c o n d - a p p r o x i m a t i o n  f o r m u l a  d o e s  n o t  e x c e e d  1 0 %  i s  f o u n d  
a b o v e  t h e  l i n e  d c e .  

T h u s ,  a s  h a s  b e e n  shown i n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  method o f  i n s t a n -  
ces  p e r m i t s  u s  t o  o b t a i n  r a t h e r  s i m p l e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  f o r  
t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  w i t h  r e l -  
a t i v e l y  w i d e  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y .  T h e s e  e x p r e s s i o n s  c a n  b e  
u s e d  f o r  a q u a l i t a t i v e  s t u d y  o f  t h e  p r i n c i p a l  r u l e s  f o r  t h e  s t r u c -  
t u r e  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  p l a n e  i m p e d a n c e  w a v e g u i d e s .  

S e c t i o n  4. Discussion o f  S o m e  Q u a l i t a t i v e  R u l e s  f o r  t h e  
S t r u c t u r e  o f  t h e  Field in P l a n e  I m p e d a n c e  Waveguides 

I n  t h i s  s e c t i o n  we w i l l  d i s c u s s  some r u l e s  f o r  t h e  b e h a v i o r  
o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  p l a n e  i m p e d a n c e  w a v e g u i d e s ;  t h e  
r u l e s  w i l l  f o l l o w  f r o m  t h e  t o p o l o g i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b e -  
h a v i o r  o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  e x a m i n e d  a b o v e  a n d  t h e  s i m p l e  a n a l y t i c a l  
f o r m u 1 . a ~  o f  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n .  

O f  all t h e  l a w s  o f  g e n e r a l  o r d e r ,  w e  s h o u l d  m e n t i o n  t h e  p h e -  
nomenon o f  d e g e n e r a t i o n  d i s c u s s e d  a b o v e .  I t  c o n s i s t s  of  a. s i t u a -  
t i o n  where  some two modes ,  a l l  o f  whose p r o p e r t i e s  c o i n c i d e ,  e x i s t  
f o r  c e r t a i n  p a r a m e t e r s  o f  t h e  w a v e g u i d e s  d e f i n e d  by ( 3 . 1 4 )  a n d  ( 2 . 1 9 ) .  
I f  t h e  d e g e n e r a t e  modes a r e  t h e  p r i n c i p a l  o n e s  i n  t h i s  case ( a n d  
t h i s  c a n  t a k e  p l a c e  i f  t h e  modes w i t h  s m a l l  numbers  d e g e n e r a t e ) ,  
t h e n  t h e  i n s t a b i l i t y  phenomenon c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  d e g e n e r a t e d  
s t a t e  c a n  a r i s e ;  t h e  i n s t a b i l i t y  phenomenon c o n s i s t s  i n  t h e  e l i m -  
i n a t i o n  o f  d e g e n e r a t i o n  w i t h  s m a l l  d i s t u r b a n c e  o f  t h e  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  w a l l  (or f r e q u e n c y ) ,  a n d  two modes w i t h  c l o s e  p r o p e r t i e s  
e x i s t  i n  t h e  w a v e g u i d e .  If  i n  t h i s  case t h e  d i s t u r b a n c e  o f  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i s  s u c h  t h a t  t h e  wave a t t e n u a t i o n s  a r e  i d e n t i c a l ,  
w h i l e  t h e  v e l o c i t i e s  d i f f e r ,  t h e n  a n  i n t e r f e r e n c e  p i c t u r e  a r i s e s  

v a n i s h .  I n  o r d e r  t o  e v a l u a t e  t h i s  e f f e c t ,  we w i l l  c o n s i d e r  a case  
close t o  d e g e n e r a t i o n  for t h e  z e r o  a n d  f i r s t  modes ,  s o  t h a t  t h e  
p a r a m e t e r s  a r e  d e f i n e d  by t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

/61 and  p o i n t s  a r e  f o u n d  where  t h e  f i e l d  p r o d u c e d  by t h e s e  modes c a n  - 

w h e r e  ( ~ S f 3 ) ~  = 2 . 0 5  - i 1 . 6 4 .  The m a g n i t u d e  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  i s  
d e t e r m i n e d  by  t h e  complex  number A n ,  a n d  



The n a t u r e  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  modes i s  d e t e r m i n e d ,  a s  i s  w e l l  
known,  by  t h e  f u n c t i o n  e x p  ( i K n ? r > ,  w h e r e  Km i s  t h e  c o n s t a n t  o f  
p r o p a g a t i o n  o f  t h e  m-th mode ,  i . e . ,  

Hav ing  s u b s t i t u t e d  (4.1) i n t o  ( 3 . 1 3 )  a n d  h a v i n g  u s e d  ( 4 . 2 1 ,  f o r  
t h e  ca se  o f  

w e  c a n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  f o r m u l a s  f o r  t h e  c o n s t a n t  o f  
p r o p a g a t i o n  o f  t h e  z e r o  a n d  f i r s t  modes ,  w h i c h  a r e  v a l i d  i n  t h e  
n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  d e g e n e r a t i o n  p o i n t :  

If  a r g  A n  = -118O, t h e n  t h e  a t t e n u a t i o n s  of b o t h  modes  a r e  
e q u a l  f o r  s u c h  d i s t u r b a n c e  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  a n d ,  a s sum-  
i n g  t h a t  t h e i r  c o e f f i c i e n t s  o f  e x c i t a t i o n  h a v e  n o t  c h a n g e d  g r e a t l y ,  
w e  c a n  f i n d  t h a t  t h e  m o d u l u s  o f  t h e i r  summary f i e l d  i s  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e :  

T h u s ,  as -the r e s u l t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  o f  A n  a t  a d i s t a n c e  
f r o m  t h e  s o u r c e  o f  
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t h e  f i e l d  p r o d u c e d  by  t h e  z e r o  a n d  f i r s t  modes v a n i s h e s .  

A n o t h e r  i n t e r e s t i n g  e f f e c t  i s  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  waves  a t  
16f31  -+ m .  I t  f o l l o w s  f r o m  t h e  g e n e r a l  p j c t u r e  for t h e  movement o f  
t h e  e i g e n - v a l u e s  ( S e c t i o n  2 ) .  t h a t  a l l  t h e  e i g e n - v a l u e s  e x c e p t  p e r -  
h a p s  o n e  t e n d  t o w a r d  some r e a l  " i n p u t "  p o i n t .  A more d e t a i l e d  
a n a l y s i s  shows t h a t  i n  t h i s  case a n d  w i t h  I m K m  -t O4 ( t h e  modes a r e  
p r o p a g a t e d  w i t h o u t  l o s s e s ) .  However ,  if I m  6 < 0 ,  t h e n  t h e r e  i s  
a l w a y s  a mode f o r  w h i c h  t h e  " i n p u t "  p o i n t  i s  a t  i n f i n i t y .  The 
a t t e n u a t i o n  o f  t h i s  mode t e n d s  t o w a r d  i n f i n i t y  i n  t h i s  l i m i t  t r a n -  
 iti ion.^ As h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d ,  t h i s  s i t u a t i o n  a r i s e s  for 
t h e  z e r o  mode a t  

a n d  for t h e  f i r s t  mode a t  

a n d  s o  f o r t h ,  s ee  ( 2 . 1 9 ) .  

T o g e t h e r  w i t h  t h e  g e n e r a l  r u l e s  m e n t i o n e d  above, it  i s  o f  
i n t e r e s t  t o  d i s c u s s  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  z e r o  mode i n  more d e t a i l ,  
s i n c e  i t  i s  t h e  p r i n c i p a l  o n e  i n  p r o b l e m s  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  
s u p e r l o n g  waves  in '  a w a v e g u i d e  c h a n n e l .  For i t ,  

W e  s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  i f  6 = t h e n  a b o u n d a r y  f r e q u e n c y  e q u a l  
t o  t h e  f o l l o w i n g  a r i s e s  f o r  t 'e  z e r o  mode: 

If t h e  f r e q u e n c y  e x c e e d s  t h e  c r i t i c a l  o n e  i n  t h i s  r e g a r d .  

5 The e x c e p t i o n  i s  t h e  z e r o  mode a t  6 = - i 1 6 1 .  I f  i n  t h i s  case  
1 6 1  -+ m ,  t h e n  t h e  f i e l d  i s  c o n c e n t r a t e d  a r o u n d  t h e  u p p e r  w a l l ,  
w h i l e  t h e  p h a s e  v e l o c i t y  t e n d s  t o  v a n i s h .  
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I n  t h e  f u t u r e ,  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  s i m p l e r  a n d  c l e a r e r  r e s u l t s ,  w e  
w i l l  c o n s i d e r  t h a t  

( 4 . 4 )  

We w i l l  t h e n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  f r o m  ( 4 . 3 ) :  

L e t  u s  e x p l a i n  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  p h a s e  v e l o c i t y  
mode. The l a t t e r  i s  equal %=I t h e  s p e e d  o f  l i g h t  i f  

f t h  

( 4 . 5 )  

z e r o  

? . e . ,  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  of  Sg s h o u l d  s a t i s f y  t h e  f o l -  
l o w i n g  e q u a t i o n :  

w h e r e  6 = 6 '  + i S " .  

T h u s ,  vph  = c on  t h e  p l a n e  ( S S A  h a s  t h e  fo rm o f  a s e m i - c i r c l e  
How- w i t h  c e n t e r  a t  t h e  p o i n t  I m  6f3 = . -  2 a n d  r a d i u m  3 ( F i g .  11). 

e v e r ,  o n l y  i t s  i n i t i a l  r e g i o n ,  t h e  s i z e  o f  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  c o n d i t i o n  i n  ( 4 . 4 )  and  t h e  l i m i t s  t o  a p p l i c a b i l i t y  of ( 3 . 5 1 ,  
c a n  b e  g i v e n  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e .  

L e t  u s  t u r n  to a n  a n a l y s i s  o f  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  z e r o  mode. 
Us ing  ( 4 . 5 1 ,  it  i s  e a s y  t o  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

71 



where  + = a r g  6 .  

Hav ing  c o n s i d e r e d  t h e  d e p e n d e n c e  o f  I m  K O  on 161, it i s  e a s y  
t o  s e e  t h a t  a t  

t h e  a t t e n u a t i o n  i s  maximum a n d  e q u a l  t o  

i . e . ,  t h e  l o s s e s  a r e  g r e a t e r  f o r  i n d u c t i v e  s u r f a c e s  t h a n  f o r  c a p -  
a c i t i v e  o n e s .  

I f  we c o n s i d e r  t h a t  6 d o e s  n o t  de -  
p e n d  on  t h e  f r e q u e n c y ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  
t h e  f r e q u e n c y  a t  w h i c h  a t t e n u a t i o n  i s  

f o r m u l a  : 
0 maximum i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  f o l l o w i n g  

' 
F i g .  11. r h i s  means t h a t  t h e  e x t r e m a 1  p o i n t  i n  

t h e  p a r t i c u l a r  d e p e n d e n c e  o f  a t t e n u a t i o n  
o f  t h e  z e r o  mode i s  f o u n d  o n l y  i n  t h e  case o f  i n d u c t i v e  g r o u n d s .  
I n  t r i e  case  o f  c a p a c i t i v e  s u r f a c e s  a n d  w > w g r ,  t h e  a t t e n u a t i o n  
d e c r e a s e s  m o n o t o n o u s l y  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  f r e q u e n c y .  

A c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  d e p e n d e n c e  of 6 i s  of  some- 
wha t  g r e a t e r  i n t e r e s t  f o r  some s p e c i f i c  mode l  o f  t h e  medium. For 
e x a m p l e ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s i m p l e s t  c a s e ,  c o n s i d e r i n g  t h a t  a 
homogeneous c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e  f o r m s  t h e  u p p e r  b o u n d a r y  o f  t h e  
w a v e g u i d e ,  t h e  c o n d u c t i v i t y  c u r r e n t s  i n  w h i c h  g r e a t l y  e x c e e d  t h e  
d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t s  ( t h i s  c o r r e s p o n d s  r o u g h l y  t o  a mode l  o f  t h e  
i o n o s p h e r e  f o r  low f r e q u e n c i e s ) .  Then 
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a n d  i t  i s  f o u n d  t h a t  a t t e n u a t i o n  i s  maximum a t  a f r e q u e n c y  o f  

I n  t h i s  c a s e ,  

Hav ing  s u b s t i t u t e d  t h e  p E r a m e t e r s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  D l a y e r  of 
t h e  i o n o s p h e r e  CT = &, h = 6 0  km i n t o  ( 4 . 6 ) ,  w e  f i n d  t h a t  

t h e  a t t e n u a t i o n  i s  m a x i m u m  for f r e q u e n c y  of f = 3 . 6  K H z ,  w h i c h  

c o r r e s p o n d s  r o u g h l y  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  For t h i s  f r e q u e n c y  

( I m l ( 0 ) m a x  . 0.3 

F i g .  1 2 .  F i g .  1 3 .  

L e t  u s  t u r n  now t o  a s t u d y  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  f i e l d  i n  
a c r o s s  s e c t i o n .  F o r  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e l e m e n t  o f  t h e  z e r o  mode,  
w e  w i l l  t a k e  t h e  f u n c t i o n  210 as t h e  i n i t i a l  a p p r o x i m a t i o n  ( s e e  
S e c t i o n  3 ) .  W e  w i l l  s t u d y  i t s  m o d u l u s ,  n u m b e r i n g  i t  s o  t h a t  o n  
t h e  s u r f a c e  x = 0 
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F I N D I N G  COMPLEX EIGEN-VALUES O F  S O M E  B O U N D A R Y - V A L U E  P R O B L E M S  BY 
T H E  M E T H O D  O F  A N A L Y T I C A L  EXTENSION O F  F U N C T I O N S  W I T H  A REAL 

AXIS O N T O  T H E  C O M P L E X  R A N G E  O F  T H E  ARGUMENT. A P P L Y I N G  
T H E  M E T H O D  T O  P R O B L E M S  O F  S U P E R - L O N G  W A V E  P R O P A G A T I O N ,  

W I T H  A C O N S I D E R A T I O N  OF T H E  EARTH'S M A G N E T I C  F I E L D  

G.F. R e m e n e t s  

A B S T R A C T :  The author shows how difficulties 
encountered in applying some results of the the- 
ory of super-long wave propagation based on the 
apparatus of boundary-value problems are over- 
come with the aid of an approach based on an 
analytical continuation of the functions with a 
real axis of the argument into a complex range 
of regularity. Particular emphasis is given to 
the "correctness" of algorithms in the computa- 
tional sense. 

S e c t i o n  1. Mathematical F o r m u l a t i o n  o f  the P r o b l e m  

Practical applications of some results of the theory of super- /66 
long wave propagation based on the apparatus of boundary-value pro- 
blems are connected with great computational difficulties. These 
difficulties are generated by the complexity of calculations of 
special functions in the complex range of parameters and the argu- 
ments. 

The computational problem was greatly simplified when the ap- 
proach to it was changed. One approach, which was based on the 
variation method of instances [l] and which did not use a digital 
computer, was discussed in [ 2 ] .  Our approach is based on an analy- 
tical continuation of the functions with real axis of the argument 
into a complex range of regularity. In this study we will discuss 
this approach in connection with the fact that it has made o u r  ideas 
about the so-called correct and 5ncorrect problems of mathematical 
physics more concrete, has decreased the requisite machine time by 
2-3 orders in comparison to the old methods for calculations, and 
has aided in solving a group of numerical problems which had not 
been solved before because of the complexity of calculations. 

Let us consider the following three boundary-value problems ap- 
plied to a model of super-long wave propagation in three waveguides, 
respectively: 

the walls "air-earth" and "air-ionosphere", i. e. , 
(a) In a plane waveguide with incidence boundary conditions on 
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(b) In a spherical waveguide with scalar impedance boundary 
conditions on the walls "air-earth" and "air-ionsophere" i. e. 

(1.2) - / 6 7  

(c) In a sph'erical waveguide with scalar impedance boundary con- 
ditions at the "air-earth" boundary and matrix impedance boundary 
conditions at the "air-ionosphere" boundary; matrix boundary condi- 
tions arise as a result of a consideration of the anisotropy of the 
ionosphere, which appears as an effect of the Earth's magnetic field 
[ S I ,  i.e., 

hl 

where V = V-1203; k is the wave number; A i ,  6 2 ,  Ag, 6 1 ,  6 2 ,  A i , k  
(i,k = 1, 2) are complex constants in the general c a s e ; U a n d  1 are 
certain scalar values by which the components of the intensity of 
the electric and magnetic fields in the waveguide are expressed; x 
and r are scalar variables. 

The eigen-values f o r  the boundary-value problems of (l.l), (1.2) 
and (1.3) are found from three characteristic equations: 
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1 - R , , , R , . , e + Z i h ( ~ , - . ~ , ) c o s  > = 0 ;  Cl.la) 
(1.2a) 

(1.3a) 

- -  
1 -Ro ,Rv21=0;  

u -  

(1- f i R , , f ? v l ) ( l - L R L R h l )  - ,lR, I R ~ ~ R , R h 1 2 = O ~  

where $ is the angle of incidence of the wave at the boundary of 
the division; Fvl and Rv2 are the coefficients of reflection of a 
plane vertica_lly-polzrized wave from the first and second plane 
boundaries ; Rvl and Rv2 are the reflection coefficients of a spher- 
ical vertically-polzrized - wave from the first and second spherical 
boundaries; RY and Rh are the coefficients of reflection of verti- 
cally and horizontally polarized spherical waves from the first sp- 
herical boundary “Earth-air”; 
coefficients of reflection of plane waves from the plane boundary 
“air-anisotropic ionosphere, non-uniform in electron concentration 
- N(2) and number of collisions ~ ( r ) ”  [ 5 1 ;  I is a combination of H a n - / 6 8  - 
kel functions, i.e., 

1 I R ~  1 ,  &RL, ,R 1 I and I 1 R ~ a r e  four 

[ f i ? ’  ( k r , )  111’) (h) 
_- 

/ + \ I ’  ( f i r , )  /I?’ (kr2) 

The argument of (l.la) is the angle of incidence of the wave at 
the boundary I). The argument of Equations (1.2a) and (1.3a) is the 
index of the cylindrical functions v ,  which is connected asymptoti- 
cally with the angle of incidence of the wave at the boundary of 
the division by the following equation 131: 

Y = kr2s ln  3. 

All further discussions will be directed toward a construction 
of an algorithm for the solution to (l.la), (1.2a) and (1.3a). 

Section 2. Incorrectness of the P r o b l e m s  o f  
Mathematical Physics A c c o r d i n g  to A d a m a r  

An understanding of classical correctness in problems of mathe- 
ma-cical physics was given by Adamar at the beginning of this century 
In modern functional language, it can be defined [SI as the practi- 
cability, for the equation 

A y = f ,  
YE@* 
f E F  (2.1) 
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o f  t h r e e  c o n d i t i o n s :  

(1) T h e r e  i s  a s o l u t i o n  t o  ( 2 . 1 )  f o r  a n y  f 6 2 ;  
( 2 )  The s o l u t i o n  t o  (2.1) i s  u n i q u e  i n  0 ;  

( 3 )  The s o l u t i o n  t o  ( 2 . 1 )  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  on t h e  r i g h t -  
h a n d  p a r t  o f  f. 

Here 0 and  2 a r e  c o m p l e t e  m e t r i c  f u n c t i o n a l  s p a c e s ,  f o r  e x a m p l e  C1 
o r  I,, or E,, w h i l e  86 i s  a f u n c t i o n  w i t h  r a n g e  of d e f i n t i o n  o f  0 '  1 

- - 
C Q, a n d  w i t h  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  I ' C  p.  

I n  o t h e r  w o r d s ,  c o n d i t i o n  ( 3 )  means  t h a t  c a s e  when i n f i n i t e l y  
s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  s o l u t i o n  c o r r e s p o n d  t o  i n f i n i t e l y  s m a l l  v a r -  
i a t i o n s  i n  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t  o f  f. The v a r i a t i o n s  c h a n g e  b y  t h e  
d i s t a n c e  f u n c t i o n  o f  t h a t  s p a c e  f rom w h i c h  t h e  e l e m e n t s  a r e  d rawn .  

The p r o b l e m  f o r  w h i c h  t h e  c o n d i t i o n  of c o n t i n u i t y  of  ( 3 )  i s  n o t  
1 f u l f i l l e d  i n  a n y  o f  t h e  s p a c e s  cl, $, Jf2 i s  t h e  f o l l o w i n g  Cauchy 

p r o b l e m  p r e s e n t e d  by  Adamar fo-r L a p l a c e  e q u a t i o n s  [ 7 1 :  

/ 6 9  I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  a s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m ,  $ . e . ,  - 

It cos rzx sh (fty) ( 2 . 2 b )  [ I =  ' e-fi 

t h a t  i n  a n y  of t h e  e n u m e r a t e d  s p a c e s  t h e r e  a r e  a l w a y s  t h o s e  e l e m e n t s  
w h i c h  a r e  as  g r e a t  a s  d e s i r e d  i n  moving i n t o  t h e  r a n g e 1  # 0 ,  d e s -  
p i t e  t h e i r  v a l u e s  on  t h e  y a x i s ,  wh ich  a r e  as  low a s  d e s i r e d .  

For t h e  c a l c u l a t o r ,  t h e  i n c o r r e c t n e s s  means t h e  f o l l o w i n g  a c c o r d -  
i n g  t o  Adamar. An a r b i t r a r i l y  s m a l l  e r r o r  i n  t h e  i n i t i a l  d a t a  f o r  
t h e  p r o b l e m  c a n  a d d  t o  t h e  s o l u t i o n  e l e m e n t s  wh ich  i n c r e a s e  more 
r a p i d l y  i n  t h e  p r o c e s s  o f  c o m p u t a t i o n s  t h a n  d o e s  t h e  s o u g h t - f o r  s o -  
l u t i o n ,  a n d  t h e n  t h e  r e l a t i v e  error i n c r e a s e s  r a p i d l y .  W e  w i l l  show 
t h a t  t h i s  d a n g e r  c a n  b e  a v o i d e d  i n  t h e  c o m p u t a t i o n a l  p r o b l e m s  w e  
h a v e  i n v e s t i g a t e d .  
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Section 3. Determining the Computational 
Correctness of t h e  Algorithm 

L e t  u s  d e f i n e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  c o r r e c t n e s s .  We w i l l  c a l l  a 
c o m p u t a t i o n a l  a l g o r i t h m  c o r r e c t  i f  t h e  r a t i o  b e t w e e n  t h e  d i s t u r b a n c e  
a n d  t h e  e l e m e n t  i t s e l f  d e c r e a s e s  o r  r e m a i n s  u n c h a n g e d  d u r i n g  t h e  
c a l c u l a t i o n  p r o c e s s ,  a n d  we w i l l  c a l l  i t  i n c o r r e c t  i f  t h i s  c o n d i t i o n  
i s  n o t  f u l f i l l e d .  N u m e r i c a l  i n t e g r a t i o c  o f  a n  o r d i n a r y  l i n e a r  d i f -  
f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  s e c o n d  o r d e r  i n  t h e  r a n g e  o f  e x p o n e n t i a l  
c h a n g e s  i n  t h e  s o l u t i o n s  i.s a n  e x a m p l e  o f  a c o r r e c t  a n d  i n c o r r e c t  
p r o c e d u r e ,  d e p e n d i n g  o n  w h a t  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  i s  r e q u i r e d .  I f  
w e  c a l c u l a t e  a n  e x p o n e n t i a l l y  d e c r e a s i n g  s o l u t i o n ,  t h e n  t h e  e r r o r  
i n  t h e  i n i t i a l  d a t a  g e n e r a t e s  a s e c o n d  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n ,  
w h i c h  i n c r e a s e s  e x p o n e n t i a l l y .  T h e r e f o r e ,  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  i n -  
c r eases  e x p o n e n t i a l l y  i n  t h e  p r o c e s s  o f  c a l c u l a t i o n ,  a n d  t h i s  p r o -  
c e d u r e  i s  i n c o r r e c t  i n  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s e n s e .  If  w e  c a l c u l a t e  a n  
e x p o n e n t i a l l y  i n c r e a s i n g  s o l u t i o n ,  t h e n  t h e  e r r o r  i n  t h e  i n i t i a l  
d a t a  g e n e r a t e s  two s u p p l e m e n t s  t o  t h e  s o l u t i o n  - b o t h  e x p o n e n t i a l l y  
i n c r e a s i n g  a n d  e x p o n e n t i a l l y  d e c r e a s i n g .  The f i r s t  a d d i t i o n  a n d  
t h e  s o u g h t - f o r  s o l u t i o n  i n c r e a s e  j u s t  a s  r a p i d l y ,  a n d  t h e  r e l a t i v e  
e r r o r  r e m a i n s  u n c h a n g e d .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  c o r r e c t  i n  t h e  c o m p u t a -  
t i o n a l  s e n s e .  

S i m i l a r  e x a m p l e s  c a n  b e  t a k e n  f r o m  t h e  p r a c t i c e  o f  c a l c u l a t i n g  
s p e c i a l  f u n c t i o n s  a c c o r d i n g  t o  r e c u r r e n c e  f o r m u l a s  [SI and  a solu- 
t i o n  t o  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  s e c o n d  o r d e r  b y  a s y m p t o -  
t i c  m e t h o d s  C93.  

We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  i n  t h e  c i t e d  e x a m p l e s ,  t h e  r a t e  o f  i n -  
c r ease  i n  e r r o r  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  r e l a t i v e  v a l u e  i n  t h e  i n i t i -  
a l  d a t a ,  a n d  i s  l i m i t e d  by  t h e  r a t e  o f  i n c r e a s e  o f  t h e  g e n e r a l  s o l u -  
t i o n  t o  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  

The e s s e n t i a l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  Cauchy  pro- 
blem f o r  t h e  L a p l a c e  e q a a t i o n  a n d  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  e x a m p l e s  p r e - m  
s e n t e d  a b o v e  i s  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  i n c r e a s e  i n  a b s o l u t e  e r r o r  
d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  s o l u t i o n ,  as  f o l l o w s  f r o m  A d a m a r ' s  i d e a  o f  
i n c o r r e c t n e s s ,  a n d  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m a g n i t u d e  o f  a n  i n c r e a s e  i n  
e l e m e n t s  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  p r o b l e m  b y  a n  e r r o r  i n  i n i t i a l  d a t a .  
T h e r e f o r e ,  if w e  c a n  a v o i d  e l e m e n t s  w h i c h  i n c r e a s e  more  r a p i d l y  t h a n  
t h e  s o l u t i o n  i n  t h e  p r o c e s s  o f  c o n s t r u c t i n g  t h e  a l g o r i t h m ,  t h e n  we 
c a n  f i n d  a n  a i g o r i t h m  w h i c h  i s  c o r r e c t  i n  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s e n s e .  
C o n s e q u e n t l y ,  i n  o r d e r  t o  , c o n s t r u c t  a c o r r e c t  c o m p u t a t i o n a l  p r o c e -  
d u r e  f o r  a p r o b l e m  w h i c h  i s  i n c o r r e c t  a c c o r d i n g  t o  Adamar ,  w e  c a n  
a p p r o x i m a t e ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  i n i t i a l  d a t a  o f  t h e  p r o b l e m  b y  e l e -  
m e n t s  f r o m  t h e  s e t  o f  f u n c t i o n s  w i t h  t h e  same t y p e  o f  c h a n g e  a s  t h a t  
w h i c h  t h e  unknown s o l u t i o n  h a s ,  a n d  w e  c a n  c o n s t r u c t  a n  a p p r o x i m a -  
t i o n  o f  t h e  l a t t e r  f r o m  e l e m e n t s  o f  t h i s  s e t .  The s e t  o f  f u n c t i o n s  
d e s c r i b e d  w i l l  b e  c a l l e d  c o r r e c t  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  unknown s o l u t i o n .  
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As i s  w e l l  known, t h e  p r o b l e m  o f  a n a l y t i c a l  e x t e n s i o n  o f  f u n c -  
t i o n s  w i t k  a r e a l  a x i s  i n t o  a complex  r a n g e  o f  t h e  a r g u m e n t  i s  e q u i -  
v a l e n t  t o  t h e  Cauchy p r o b l e m  f o r  t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n .  T h e r e f o r e ,  
s p e a k i n g  o f  o n e  o f  t h e s e  p r o b l e m s ,  w e  w i l l  k e e p  i n  mind t h e  s e c o n d  
o n e ,  i t s  e q u i v a l e n t ,  w i t h o u t  s p e c i a l  c l a r i f i c a t i o n s .  

I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  w e  w i l l  g i v e  n u m e r i c a l  e x a m p l e s  o f  a 
s o l u t i o n  t o  p r o b l e m s  which  a r e  i n c o r r e c t  a c c o r d i n g  t o  Adamar a n d  
wh ich  a r e  s o l v e d  c o r r e c t l y  i n  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s e n s e .  A s e t  of 
Chebyshev  p o l y n o m i a l s  [lo] was t a k e n  as a c o r r e c t i n g  s e t .  I t  c a n  
b e  s e e n  f rom t h e s e  e x a m p l e s  t h a t ,  when w e  s o l v e  a p r o b l e m  o f  a n a l y -  
t i c a l  e x t e n s i o n  f o r  f u n c t i o n s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  t y p e ,  t h e  r e s u l t s  
a r e  v e r y  g o o d ;  when we s o l v e  a p r o b l e m  for f u n c t i o n s  w h i c h  i n c r e a s e  
e x p o n e n t i a l l y ,  t h e  r e s u l t s  a r e  w o r s e ,  b u t  s a t i s f a c t o r y  i n  t h e  n e i g h -  
b o r h o o d  o f  t h e  r e a l  a x i s .  I n  o r d e r  t o  i m p r o v e  t h e  r e s u l t s  o f  c a l -  
c u l a t i o n s  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  f u n c t i o n s  wh ich  i n c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y  
i n  t h e  complex  r a n g e  o f  t h e  a r g u m e n t ,  f o r  example  t h e  s e t  s i n  
and  c o s  - n x ,  s h o u l d  b e  t a k e n  as  t h e  c o r r e c t i n g  s e t .  

S i n c e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  r e c o m m e n d a t i o n s  p r e s e n t e d  a b o v e  a r e  o f  
a q u a l i t a t i v e  n a t u r e ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  c o r r e c t n e s s  o f  a n y  a l g o r i t h m  
i s  e s t a b l i s h e d  u l t i m a t e l y  by  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t s .  

S e c t i o n  4 .  A n a l y s i s  o f  a C o m p u t a t i o n a l  
P r o b l e m  from S e c t i o n  1 

L e t  u s  t u r n  t o  o u r  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  f i r s t  r o o t s  o f  Equa-  
t i o n s  ( l . l a ) ,  ( 1 . 2 a )  an?! ( 1 . 3 a ) .  I n  order t o  ove rcome  t h e  a l r e a d y -  
c i t e d  d i f f i c u l t i e s ,  we a p p l i e d  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :  a c c o r d i n g  

to t h e  t a b l e s  o f  v a l u e s  for t h e  f u n c t i o n s  R V l ,  R v 2 ,  R v l ,  R v 2 ,  R v ,  

Rh, 
n o m i a l s  [ll] on t h e  r e a l  a x i s  o f  t h e  a r g u m e n t  a n d  u s e d  them i n  t h e  
complex  r a n g e  o f  t h e  a r g u m e n t .  

ly - N 

N 

a n d  - I ,  we c o n s t r u c t e d  a p p r o x i m a t i n g  p o l y -  1 1 ’  I I R L  1 I R I  1 Y LF.I, L R  

A s  a r a t h e r  s i m p l e  a n a l y s i s  s h o w s ,  a l l  t h e s e  f u n c t i o n s ,  e x c e p t  
t h e  l a s . t ,  p r e s e r v e  t h e i r  n u m e r i c a l  o r d e r  ( w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  
n e i g h b o r h o o d  o f  z e r o s  and  p o l e s )  i n  g o i n g  f rom t h e  r e a l  a x i s  t o  t h e  
complex  r a n g e  o f  t h e  a r g u m e n t .  The l a t t e r  f u n c t i o n  I i s  a f u n c t i o n  
o f  e x p o n e n t i a l  o r d e r .  

The t h e o r y  o f  a p p r o x i m a t i o n  by r a t i o n a l  f u n c t i o n s  i n  t h e  com- 
p l e x  r a n g e  o f  t h e  a r g u m e n t  C12, 1 3 1  g i v e s  u s  t h e  f o l l o w i n g  proof. 
L e t  p ( 5 )  b e  a n  o r t h o n o r m a l i z e d  s y s t e m  o f  p o l y n o m i a l s ,  a n d  - -  f ( x )  

a n  a n a l y t i c a l  f u n c t i o n  wh ich  i s  r e g u l a r  i n  t h e  s e g m e n t s  (-1, tl), 
and l e t  

-n 
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b e  i t s  e x p a n s i o n  i n t o  a F o u r i e r  s e r i e s .  I f  R is t h e  sum o f  s e m i -  
a x e s  of t h e  g r e a t e s t  e l l i p s e  w i t h  f o c u s e s  a t  t h e  p o i n t  ;I, i n  w h i s h  

- -  f ( x )  i s  r e g u l a r ,  t h e n  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  o f  ( 4 . 1 )  c o n v e r g e s  [ t o  
t h e  s u m  - -  f ( x ) ]  i n s i d e  a n d  i s  a r r a n g e d  o u t s i d e  t h i s  e l l i p s e .  The 
c o n v e r g e n c e  i s  u n i f o r m  i n  e a c h  c l o s e d  s e t  i n s i d e  t h e  e l l i p s e .  
M o r e o v e r ,  

a n d  i f  ~ ~ ( 5 )  a r e  C h e b y s h e v ' s  p o l y n o m i a l s ,  t h e n  w e  w i l l  h a v e  t h e  b e s t  

a p p r o x i m g t i o n  i n  t h e  s e n s e  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s .  

I t  f o l l o w s  f r o m  t h i s  t h e o r e m  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  a l g o r i t h m  p r o p o s e d  w i l l  b e  s a t i s f a c t o r y  u n t i l  w e  
a r e  s u f f i c i e . t l y  r emoved  f r o m  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o f  t h e  f u n c t i o n s .  

I n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  w h a t  w e  h a v e  s a i d  i n  t h e  p r e c e d i n g  
s e c t i o n s ,  w e  w i l l  g i v e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  oE t h e  f i r s t  r o o t s  
o f  E q u a t i o n s  ( l . l a ) ,  ( 1 . 2 a )  a n d  ( 1 . 3 a )  a c c o r d i n g  t c  t h e  me thod  
d e s c r i b e d .  

Sect i  or, 5 .  Numeri c a l  Resul t s  

T h e  r e s u l t s  o f  a c a l c u l a t i o n  o f  t h e  f i r s t  r o o t s  f o r  E q u a t i o n  
( l . l a >  a c c o r d i n g  t o  t h e  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  ( s e c o n d  t o  e i g h t h  r o w s  
o f  t h e  t a b l e )  for k (x --x ) 4 are g i v e n  i n  T a b l e  1. I n  o r d e r  

t o  e - z a b u a t e  t h e  e f f e c t i v e n e s s  of t h e  m e t h o d ,  w e  h a d  t h e  f i r s t  row 
c o n t a i n  t h e  same r o o t ,  b u t  t h a t  f o u n d  by  d i r e c t  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  
c o e f f i c i e n t s  R and  R i n  t h e  c o m p l e x  r a n g e  o f  t h e  a n g l e  o f  

i n c i d e n c e  $ o f - t h e  wave o f  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d i v i s i o n  a c c o r d i n g  
t o  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  

-2 -1 - 

V I  9 

The c o n s t a n t s  A w e r e  a s s u m e d  t o  b e  e q u a l  t o  0 . 1  - 2 0 . 1 .  The s e c o n d  

t h r o u g h  e i g h t h  r o w s  o f  t h e  t a b i e  d i f f e r  f r o m  o n e  a n o t h e r  by t h e  
a c c u r a c y  i n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s  R on  t h e  r e a l  a x i s  

(number  o f  u n i t s ,  t h e  s t e p ,  t h e  r e l a t i v e  r o o t - m e a n - s q u a r e  error i n  

- j 

v j  
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T a b l e  2 c o m p a r e s  a c a l c u l a t i o n  o f  t h e  f i r s t  e i g e n - v a l u e  f o r  
( 1 . 2 a )  for f r e q u e n c y  f = k c / 2 a  = 4 K H z ,  a n d  k ( r  - r ) = 5 . 3 6 1 6 5 ,  
by t h e  d i r e c t  meth-od FL [E] a n d  t h e  method o f  a n a l y f l c a l  e x t e n s i o n  
o f  t h e  f u n c t i o n s  R R a n d  I ,  where  

v 1 7  1 2  

( 5 . 2 )  

T A B L E  1. 

R e  a n d  I m  P a r t s  
of t h e  E i g e n -  

V a l u e  o f  9 ,  
r a d  

6,76869269 
+0.10766792 
0.79 

. I  0.12 
0.76S3 

4 q109 
t0.76868 
+0.10753 
0.76868 

+0.10753 
0.768692 

+0.107567 
0.768698 

+0,107566 
0,76869262 

I 0.10756793 

8 2  

t h e  u n i t s ) .  I t  c a n  .be s e e n  f r o m  a c o m p a r i s o n  o f  t h e  f i r s t  a n d  
l a s t  r o w s  t h a t ,  i n  g o i n g  f r o m  t h e  r e a l  a x i s  t o  t h e  complex  r a n g e  
a t  a d i s t a n c e  o f  x o n e  o r d e r  w i t h  a n  i n t e r v a l  f o r  t h e  f u n c t i o n s  
R o n  t h e  r e a l  axis, t h e  method u s e d  g u a r a n t e e s  a c c u r a c y  u p  t o  

the s e v e n t h  s i g n  ( w i t h  n i n e  s i g n i f i c a n t  d i g i t s  o n  a d i g i t a l  c o m p u t e r ) .  
vj 

A p p r o x i -  
m a t  i o n  

I n t e r v a l ,  
r a d  

- 

0.6-1.6 

0.6-- 1.6 

0.72-482 

0.72--Q82 

0.72-0.92 

0.70-0.87 

1.70-0.87 

Num- 
b e r  

o f  
U n i t s  

- 

6 

11 

6 

1 1  

1 1  

34 

34 

S t e p  , 
r a d  

- 

Q. 2 

0.1 

0.02 

0.01 

6.02 

3.00: 

,005 

Mean- 
S q u a r e  Error 
o f  A p p r o x i -  

m a t i o n ,  E 

-- 

10-1 

1 0 - ~  

1 0 - ~  

10-5 

1 o - ~  
10-5 

10-6 

Powers  o f  
A p p r o x i m a t i n g  

P o l y n o m i a l s  
R e R ,  a n d  I m R ,  

- . .  
5, 5 

- 

3. 3 

3, 3 

5, 5 

4, 4 

5.4 



Re and I m  
P a r t s  o f  

t h e  Eigen-  
Value o f  

V 

513,378 
13.1 637 

513.384 
13,173 

515379 
13,1630 

Re v / k r l  
and 

I m  v / k r l  

0,962009 
0,02466718 
0,96202 
0,024684 

- 

Value  of  
V 

509.96 0,95559 
1820 0.03036 

509.48 0,9547 1 
11,B 0,0211G9 

a3 
W 

TABLE 2 .  

I 
Re JI Me an  - 

and S q u a r e  
I m  * Accuracy Approxi -  S t e p  

o f  m a t i o n  Av 
A p p r o x i -  I n t e r v a l  

mat i o n ,  
E 

- - - 

1.2S186 In-7 501 --.52n 0.077662 
1.251850 I 10-8 501-520 0,0778015 

TABLE 3 .  - 
R e  9 

and 
Im 9 

r a d  

- 
1.2294 
0.0896t 
1.23255 
0.0631 2 

, T a b u l a t i o n  by  v 

Num- Power of  P o l y n o m i a l s  A p p r o x i -  
b e r  1 mati.ng t h e  Re and I m  P a r t s  o f  

o f  t h e  F u n c t i o n s  

CTY 
O K !  
-4 I 
I-’ 
m e  
E d  

*rl  m 
x 3  
O &  
h a ,  
a r  
P. C 
- T H  

- 
1.21- 
-1,37 
1.17- 
-1.34 

T a b u l a t  i o n  1 
b - 

3 
-4 

a 
a, 
I-’ 
CJI 

- 

0.02 

QO 1 

9 

I8 

e $  
Powers  o f  
‘ o l y n o m i a l  s 
Approxima- 
i n g  t h e  Re 

.nd I m  P a r t  
o f  t h e  ‘ri ’ 

X a !  
F u n c t i o n s  O +  

& F 
a+ 

~’ 

RII = $, 
,I RL 

1 %  LRI 

4 4 -  495- 
6 4  -523 
5 5 4 501- 
6 7 5 -520 

3 
U 

a 
a, 
I-’ 
m 

- 

3 

1 

T a b u l a t i o n  
b y  SiEn o f  v 

Powers o f  Poly-  
n o m i a l s  A p p r o x i -  

O1 m a t i n g  t h e  Re and 
a.rl Im Parts of  the 
Q C  F u n c t i o n s  

SIP 

E 3  



S . T .  Rybachek c a l c u l a t e d  t h e  e x -  
p r e s s i o n s  f o r  ( 5 . 1 )  a n d  ( 5 . 2 )  i n  
t h e  r a n g e  o f  complex  v i n  t e r m s  
o f  t h e  v a l u e  o f  H v ( 1 . , 2 ) ( x ) ,  w h i c  
w e r e  c a l c u l a t e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  by Som- 
m e r f i e l d .  I n  our a l g o r i t h m ,  

f o r  r e a l  v i n  t a b u l a t i o n  of R v ~  
2nd RV2Y a n d  r e c u r r e n c e  f o r m u l a s  
a r e  a p p l i e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  i n -  
d e x  f o r  H , ( 1 ~ 2 ) ( ~ ) .  

t h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  u s e d  o n l y  / 7 4  

.. 

-. . . _ _  .. 

The f u n c t i o n  I c h a n g e s  a s  
t h e  e x p o n e n t i a l  c u r v e  d e c r e a s e s  
f o r  I m  I, < 0 a n d  i n c r e a s e s  f o r  
I m  v > 0 .  T h i s  c a n  b e  c o n f i r m e d  
b y  u s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e -  
s e n t a t i o  s f r t h e  H a n k e l  f u n c -  
t i o n s  H~ ? ?  1 9 2  ( x ) .  

The e i g e n - v a l u e  o b t a i n e d  b y  
e x t e n s i o n  o f  t h e  e x p o n e n t i a l l y  
i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  I for I m  v > 0 
i s  g i v e n  i n  t h e  s e c o n d  r o w  i n  
T a b l e  2 .  

I n  t h e  t h i r d  row. ,  i t  w a s  ob -  
t a i n e d  by  e x t e n s i o n  o f  t h e  f u n c -  
t i o n  I e 2 i k ( r 2 - r 1 )  v /krl., w h i c h  
p r e s e r v e s  i t s  n u m e r i c a l  o r d e r  i n  
moving  t o  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e .  

I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  a com- 
p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  r e s u l t s  o f  
t h e  f i r s t  r o w  a n d  t h o s e  o f  t h e  
s e c o n d  a n d  t h i r d  r o w s  i n  T a b l e  2 
t h a t  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  o f  t h e  
me thod  i s  e q u a l  t o  0(10-6) f o r  
t h e  r e a l  p a r t  a n d  0 ( 1 0 - 5 )  f o r  t h e  
i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  r o o t s .  The 
n e c e s s a r y  m a c h i n e  t i m e  for c a l -  
c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  method 
d i s c u s s e d  d e c r e a s e d  b y  t w o  o r d e r s '  
i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  d i r e c t  me thod  
o f  [14]. 

The c a l c u l a t i o n a l  a l g o r i t h m  
? s c r i b e d  a i d e d  i n  f i n d i n g  t h e  

f i r s t  e i g e n - v a l u e  o f  ( 1 . 3 a ) . ,  
wh ich  i s  g e n e r a t e d  by t h e  p r o b l e m  
o f  p r o p a g a t i o n  o f  s u p e r - l o n g  waves 
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. i t h  a c o n s i d e r a t i o n  of t h e  E a r t h ' s  m a g n e t i c  f i e l d .  Up t o  t h e  p r e -  /75 
e n t ,  s u c h  p r o b l e m s  h a d  b e e n  s o l v e d  by Wait [ 3 , 4 ]  f o r  two  s t r o n g  
i m i t a t i o n s :  ( a )  i n  t h e  case  of  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  q u a s i - l o E g i -  
u d i n a l  a p p r o x i m a t i o n ;  f b )  i n  t h e  case  o f  g l a n c i n g  a n g l e s  o f  i n -  

c i d e n c e  o f  t h e  wave a t  t h e  b c u n d a r y  o f  t h e  d i ; . i s l o n  " a i r - i o n o s p h e r e " .  
The me thod  w e  u s e d  e l i n i i n a t e s  t h e s e  l i m i t a t i o n s  a n d  p e r m i t s  a c o n -  
t r o l  o f  t h e  a c c u r a c y  i n  a l l  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s t a g e s .  

The r e s u l t s  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  f i r s t  e i g e n - v a l u e  o f  
( 1 . 3 a )  f o r  f r e q u e n c y  f = kc/2-ir = 4 K H z  a n d  k ( r 2 - r 1 )  5 . 3 6 1 6 5  a r e  
g i v e n  i n  T a b l e  3 .  The c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  o f  e l e c t r o m a g -  
n e t i c  waves  f r o m  t h e  " d i u r n a l "  i o n o s p h e r e ,  w h i c h  i s  n o n - u n i f o r m  
i n  a l t i t u d e ,  w e r e  c a l c u l a t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r o g r a m  o f  f i . S .  
G a v r i l o v a  C 5 ] ,  w i t h  a n d  w i t h o u t  a c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  E a r t h ' s  
m a g n e t i c  f i e l d ,  a n d  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  4 .  The c o e f f i c i e n t s  F., 
and  a h  were t a b u l a t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  

f o r  6 1  = ( 0 . 1 5 3 0 8 0 9  - i 0 . 2 1 2 2 6 4 6 ) . 1 0 - 2 .  

We would l i k e  t o  t a k e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  o p p o r t u n i t y  t o  e x p r e s s  
our a p p r e c i a t i o n  t o  G . I .  Makarov  a n d  V . V .  Nov ikov  f o r  f o r m u l a t i n g  
t h e  p r o b l e m ,  t o  G . I .  Makarov  for d i s c u s s i o n s  w h i c h  d e t e r m i n e d  t h e  
f i n a l  v a r i a t i o n  o f  t h e  a r t i c l e ,  t o  B . A .  S a m o k i s h  for v a l u a b l e  c o n -  
s u l t a t i o n  o n  t h e  i n c o r r e c t  p r o b l e m s  o f  m a t h e m a t i c a l  p h y s i c s ,  a n ?  
t o  N.S.  G a v r i l o v a  for t h e  p r o g r a m  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  c o e f f i -  
c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  f r o m  a n o n - u n i f o r i n ' a n d  i s o t i q o p i c  i o n o s p h e r e .  
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A SOLUTION TO A WAVE EQUATION IN A SPHERICAL SYSTEM O F  
COORDINATES 

'V.N. Krasil 'nikov 

ABSTRACT: The a u t h o r  shows  why t h e  me thod  o f  
s e p a r a t i o n  of v a r i a b l e s  w h i c h  i s  o f t e n  u s e d  i n  
s o l v i n g  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  i n  a s p h e r i c a l  
s y s t e m  of c o o r d i n a t e s  n e e d s  m o d i f i c a t i o n s  i n  
c e r t a i n  p a r t i c u l a r  c a s e s .  The r e q u i s i t e  mod- 
i f i c a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d ,  a n d  e x a m p l e s  a r e  
c i t e d .  

The scheme  o f  s o l v r n g  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  in '  a s p h e r i c a l  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  by  t h e  me thod  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  i s  
w e l l  known [l]. E s s e n t i a l l y ,  a wave f i e l d  i s  s u b j e c t e d  t o  s p e c -  
t r a l  a n a l y s i s  a c c o r d i n g  t o  t i m e  L. However ,  t h e r e  c a n  b e  s i t u a -  
t i o n s  w h e r e  a n  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  f i e l d  s o u r c e s  a r e  m o n o c h r o m a t i c  
d o e s  n o t  s i m p l i f y  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .  For a n  e x a m p l e ,  
w e  c o u l d  m e n t i o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  waves  on  a s p h e r e  w i t h  r a d i u s  
c h a n g i n g  i n  t i m e  - a d e s c r i p t i o n  o f  t h i s  phenomenon w i t h  t h e  a i d  
of o r d i n a r y  e x p a n s i o n s  i n t o  s p h e r i c a l  a n d  t e m p o r a l  h a r m o n i c s  is 
e x t r e m e l y  i n c o n v e n i e n t .  The s t a n d a r d  scheme o f  t h e  me thod  o f  
s e p a r a t i o n  of v a r i a b l e s  n e e d s  ( i n  t h i s  c a s e )  some m o d i f i c a t i o n .  
T h i s  s t u d y  d i s c u s s e s  t h e  l a t t e r  i n  d e t a i l .  

Section 1. Principal Relationships 
-f 

L e t  u s  c o n s i d e r  a s c a l a r  f i e l d  u ( r ,  t )  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  
f o l l o w i n g  u n i f o r m  wave e q u a t i o n :  

1 d2u v'u -c".- = 0, 

/ 7 7  - 

w h e r e  c i s  t h e  v e l o c i t y  o f  wave , p a g a t i o n ,  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t .  
I n  a s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  ( r ,  8, I$), i t  i s  n a t u r a l  t o  
r e p r e s e n t  t h e  f i e l d  i n  t h e  fo rm o f  a s e r i e s  b y  s p h e r i c a l  a n g u l a r  
f u n c t i o n s  Y n  ( e ,  I$), i . e . ,  

0 

u0-v 8,  'p, t ) =  2 %l(rr 0 Y,@, 'f). ( 2 )  
n -0 

S i n c e  Y n ( 8 ,  + )  fo rm a c o m p l e t e  a n d  o r t h o g o n a l  s y s t e m  o f  f u n c t i o n s ,  
a n d  e a c h  o f  t h e s e  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i c  

v:y,+rz@+1) u,=o, 

8 7  
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I t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  o p e r a t o r  Ln  i s  n o t  v e r y  complex  a n d ,  wha t  
i s  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t ,  i t  a c t s  o n l y  i n  r e s p e c t  t o  t h e  c o o r d i n -  
a t e  r; a s  a r e s u l t ,  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n s  o f  t h e  t y p e  i n  ( 5 a )  
w h i c h  a r i s e  a r e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  

S e c t i o n  2 .  The O p e r a t o r  L, a n d  i t s  P r o p e r t i e s  

F i r s t  o f  a l l ,  w e  w i l l  a s sume  t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  
wh ich  h a s  t h e  f o r m  o f  

a c t u a l l y  s a t i s f i e s  t h e  r e q u i r e m e n t  i n  ( 4 ) .  T h i s  c a n  b e  d o n e  con-  
v e n i e n t l y  w i t h  t h e  method o f  m a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n .  S i n c e  t h e  
e q u a t i o n  b e l o w  h o l d s  for a n y  f u n c t i o n  F ,  

t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  c o m m u t a t i v e  r e l a t i o n s h i p  i n  ( 4 )  f o r  n = 0 i s  
o b v i o u s ;  t h e  e x i s t e n c e  0.f i d e n t i t y  f o r  a n  a r b i t r a r y  n i s  r e q u i r e d  
f o r  i t s  f u l f i l l m e n t ,  

(2n ( 7 )  

/ 7 9  T h i s  i s  e a s y  t o  s ee  i f  we r e c a l l  t h e  c . lear  f o r m  o f  t h e  o p e r a t o r  - 
M n  i n  ( 3 a ) .  L e t  ( 7 )  b e  v a l i d  f o r  some n ;  t h e n ,  using t h e  o p e r a t o r  

a - on  i t  a n d  c a r r y t n g  o u t  t e r m w i s e  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  

f i r s t  t e r m  i n  t h e  l e f t - h a n d  p a r t ,  w e  f i n d  t h a t  

r3  -I 

? . e . ,  t h e  same i d e n t i t y  as  ( 7 ) ,  b u t  w r i t t e n  i n  a d i f f e r e n t  way 
for t h e  s u p e r s c r i p t  n + 1. I t  t u r n s  o u t  t h a t  t h e  o p e r a t o r  o f  
( 6 )  h a s  t h e  p r o p e r t y  w e  w a n t .  
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I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  o p e r a t o r  L n  i s  n o t  u n i q u e .  The-commu- 
t a t i v e  r e l a t i o n s h i p  i n  ( 4 )  w i l l  a l s o  h o l d  f o r  t h e  o p e r a t o r  Ln = L K ,  
where  K i s  a n y  o p e r a t o r  c o m m u t a t i n g  w i t h  t h e  wave o n e ,  i . e . ,  s a t i s -  
f y i n g  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n :  

K O  = U K .  

However ,  we w i l l  u s e  t h e  s i m p l e s t  f o r m  o f  t h e  o p e r a t o r  i n  ( 6 )  i n  
t h e  f u t u r e .  

The o p e r a t o r  Ln  i s  a l i n e a r  n - t h - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r .  
I t  i s  s o m e t i m e s  u s e f u l  t o  h a v e  an  e x p l i c i t  e x p r e s s i o n  f o r  it which  
i n c l u d e s  d e r i v a t i v e s  f o r  r ( a n d  n o t  f o r  r 2 / 2 > .  The f o l l o w i n g  
f o r m u l a  i s  p r o v e n  w i t h o u t  d i f f i c u l t y  by  t h e  method o f  m a t h e m a t i c a l  
i n d u c t i o n :  

Section 3. Expansion of the Field into Non-Stationary 
Sp her i cal Waves 

I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  v n ( r ,  t ) ,  we mus t  
s o l v e  t h e  n o n - u n i f o r m  wave e q u a t i o n  i n  (5); t h e  f u n c t i o n  i n  i t s  
r i g h t - h a n d  p a r t  i s  f o u n d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  i n  (5a). If w e  t a k e  
t h e  o p e r a t o r  L n  i n  t h e  f o r m  i n  ( 6 ) ,  t h e n  it becomes  o b v i o u s  t h a t  

f n  ( r ,  t )  = 2-c. ( t )  r * k + l ,  
h=O 

where  C k ( t )  a r e  a r b i t r a r y  t i m e  f u n c t i o n s .  However ,  l o g i c a l  c o n s i d -  
e r a t i o n s  show wha t  h a s  b e e n  d e r i v e d ,  wha t  h a s  b e e n  i n t r o d u c e d  i n t o  
t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  by  t h e  f u n c t i o n s  i n  ( 9 1 ,  what  w a s  d u e  
t o  t h e  a r t i f i c i a l  m a t h e m a t i c a l  me thod  - i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  o p e r a t o r  
L n  - a n d  wha t  s h o u l d  n o t  a f f e c t  t h e  u l t i m a t e  f o r m  o f  t h e  s o l u t i o n .  
L e t  u s  p r o v e  t h i s .  

The a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  Vn, as  t h e  s o l u t i o n s  t o  (51, h a v e  t h  
f o l l o w i n g  f o r m :  

where  i s  t h e  i n v e r s e  o p e r a t o r  of  t h e  wave o n e .  I t  f o l l o w s  from - / a  
t h e  c o m m u t a t i o n  r e l a t i o n s h i p  i n  ( 4 )  t h a t  
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( M - l  i s  a l s o  a n  i n v e r s e  o p e r a t o r ) .  L e t  u s  t u r n  t o  t h e  f u n c t i o n s  , ,p ry  t )  i n t r o d u c e d  d i r e c t l y  i n t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  wave p r o b l e m s ,  

un=Ln [aril- (12) 
A c o n s i d e r a t i o n  o f  (10) a n d  (11) g i v e s  t h e  f o l l o w i n g :  

However ,  i n  v i e w  o f  ( 5 a )  L n  ( f n )  = 0 a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  f u n c t i o n s  
u n  d o  n o t  d e p e n d  o n  t h e  s e l e c t i o n  o f  f n .  T h e r e f o r e ,  l i m i t i n g  o u r -  
s e l v e s  s o l e l y  t o  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  u n i f o r m  e q u a t i o n  i n  ( 5 1 ,  w e  
w i l l  t a k e  i t s  g e n e r a l  s o l u t i o n  i n  a d ' d l a m b e r t i a n  f o r m ,  i . e . ,  

where  9, a n d  Yn a r e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  o f  i t s  a r g u m e n t s .  E x p a n s i o n  
b y  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  o f  ( 2 )  t h e n  a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

F o r m u l a  ( 1 4 )  r e p r e s e n t s  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  t h r e e - d i -  
m e n s i o n a l  u n i f o r m  wave e q u a t i o n  i n  (1). A s i n g l e  t e r m  i n  t h e  s e r i e s  
of (14) c a n  b e  c a l l e d  a n o n - s t a t i o n a r y  s p h e r i c a l  wave;  n a t u r a l l y ,  
i t  i s  a p a r t i c u l a r  s o l u t i o i  t o  (1). 

The e x p a n s i o n  b y - s t a t i o n a r y  s p h e r i c a l  waves  i s  w e l l  known E 1 1  
f o r  m o n o c h r o m a t i c  ( e - l w t )  : F i e l d s :  

w where  h $ , l ) ( k v )  a r e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s ;  k = C, w h i l e  An a n d  

8, a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h i s  e x p a n s i o n  i s  a 
p a r t i c u l a r  c a s e  o f  o u r  f o r n u l a  i n  ( 1 4 ) .  If n e  a s s u m e  t h a t  
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w e  r e c a l l  t h e  e x p l i c i t y  f o r m  o f  t h e  o p e r a t o r  Ln i n  ( 6 ) ,  a n d  w e  c o n -  
s i d e r  t h a t  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  h a v e  r e p r e s e n t a t i o n s  [l] 
s u c h  as  

t h e n  it i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  e x p a n s i o n  o f  ( 1 4 )  c o n v e r t s  p r e c i s e l y  - / 
i n t o  ( 1 5 ) .  

One more comment w h i c h  s h o u l d  b e  made t o u c h e s  on  t h e  b e h a v i o r  
o f  t h e  s o l u t i o n  t o  ( 1 4 )  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  o r i g i n  o f  t h e  
c o o r d i n a t e s .  The o p e r a t o r  L n  i n c l u d e s  t h e  i n v e r s e  power o f  r a n d ,  
t h e r e f o r e ,  e v e n  a c t i n g  on t h e  a n a l y t i c a l  f u n c t i o n ,  i t  y i e l d s  a r e -  
s u l t  w h i c h  g e n e r a l l y  becomes  i n f i n i t y  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i -  
n a t e s .  If t h e  l a t t e r  c a n n o t  b e  e l i m i n a t e d  f r o m  t h e  r e g i o n  w h e r e  
e x p a n s i o n  o f  ( 1 4 )  h a s  f o r c e ,  t h e n  it i s  n e c e s s a r y  t o  impose  a s p e c i a l  
c o n d i t i o n  on  t h e  f u n c t i o n s  9, a n d  Yn. I n  o r d e r  t o  e x p l a . i n  t h i s  
p r o p e r t y ,  w e  s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  t h e  o p e r a t o r  Ln o n  
some f u n c t i o n  F ( r )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m ,  c o n s i d -  
e r i n g  ( 6 ) :  

I f  - F ( r )  i s  a n  e v e n  a n d  l i m i t e d  f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  r ,  t h e n  

Ln{F)  d o e s  n o t  go  t o  i n f i n i t y  f o r  r = 0 ( s i n c e  - F ( r )  i s  e x p a n d e d  i n t o  

a s e r i e s  by n o n - n e g a t i v e  p o w e r s  o f  r 2 > .  The  f u n c t i o n  F ( r )  i t s e l f  
s h o u l d  b e  l i m i t e d  a n d  o d d .  A s  r e g a r d s  t h e  e x p a n s i o n  o f  (14), t h i s  
means  t h a t  t h e  wave f i e l d  wh ich  i s  f i n i t e  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o -  
o r d i n a t e s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

r 

r 

where  e a c h  member o f  t h e  s e r i e s  c o n t a i n s  o n l y  o n e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  
@ n  which  i s  as sumed  t o  b e  l i m i t e d .  

S e c t i o n  4 .  E x p a n s i o n  Theorem f o r  a P l a n e  Wave 

L e t  t h e r e  by  a p l a n e  wave w h i c h  i s  p r o p a g a t e d  i n  s p a c e  i n  a )  
d i r e c t i o n  c o i n c i d i n g  w i t h  t h e  p o l a r  a x i s  o f  t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  
c o o r d i n a t e s ,  a n d  f o r  wh ich  
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r C O S  e 
e w h e r e  f ( t  - ) i s  some a r b i t r a r y  ( f o r  e x a m p l e ,  p i e c e - w i s e  c o n -  

t i n u o u s )  f u n c t i o n .  The i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  f i e l d  f r o m  t h e  c o o r d i n a t e  
4 a l l o w s  t h a t  t h e  e x p a n s i o n  o f  ( 1 6 )  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a 
series by L e g e n d r e  p o l y n o m i n a l s  P n ( c o s  0 ) .  

The c o n v e r g e n c e  of suctt a n  e x p a n s i o n  i s  g u a r a n t e e d  b y  t h e  corres- 
p o n d i n g  t h e o r e m s  i n  t h e  t h e o r y  o f  . s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  o f  c 2 1 ,  a n d  
t h e  c o e f f i c i e n t s  u n ( r ,  t )  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  i n t e g r a l s  

y) P, ( x )  dx. ( 1 9 )  

Here x = cos0. For L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s ,  t h e  f o l l o w i n g  R o d r i g u e s  
f o r m u l a  is v a l i d :  

1 d" 
2"n! d.5  Pn(x )  = - * - - - (x~  - ly, 

T h i s  shows t h a t ,  i f  w e  c a r r y  o u t  m u l t i p l e  i n t e g r a t i o n  by  p a r t s  i n  
(191, t h e n ,  c o n s i d e r i n g  t h a t  

w e  w i l l  r e d u c e  t h e  i n t e g r a l  o f  ( 1 9 )  t o  t h e  sum of t h e  ( n t 1 ) - t h  i n -  
t e g r a t e d  t e r m .  The r e s u l t  o f  t h i s  o p e r a t i o n  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

w h e r e  t h e  s y m b o l i c  o p e r a t o r  Dx = - a w a s  u sed .  
L e i b n i z  f o r m u l a  of El], 

A c c o r d i n g  t o  t h e  a x  

n +k 

(9 -- = C;+kD:+k-S(x - I)"Dsx(x+ 1)". 
s=o 
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R 

We c o u l d  r a i s e  t h e  q u e s t i o n  of t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  w h i c h  / 8 4  - 
a r i s e  when t h i s  t y p e  o f  i n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t .  I t  i s  r a t h e r  
o b v i o u s  t h a t  t h e i r  s e l e c t i o n  s h o u l d  n o t  a f f e c t  o u r  final r e s u l t s ;  
t h e  o p e r a t o r  D - ( n + l )  a r o s e  i n  t h e  p r o c e s s  o f  i n t e g r a t i o n  by  p a r t s  

' o f  ( 1 9 ) .  However ,  i t  i s  w e l l  known t h a t  t h e  r e s u l t  o f  t h i s  o p e r a -  
t i o n  d o e s  n o t  d e p e n d  on  t h e  s p e c ' i f i c  s e l e c t i o n  o f  t h e  a n t i d e r i v a -  
t i v e s .  We c a n  a r r i v e  a t  s u c h  a c o n c l u s i o n  p r e c i s e l y  b y  a n a l y z i n g  

( 2 2 )  d i r e c t l y .  
b y  p o l y n o m i a l s  o f  d e g r e e  n w i t h  a r b i t r a r y  c o e f f i c i e n t s  A k ,  s o  t h a t  
t h e  d i f f e r e n c e  

The f u n c t i o n s  D - ( * + l ) f ( t i  $ 1  d i f f e r  f rom e a c h  o t h e r  

!-It 

.n-R 
- 

h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e :  
, n n 

1 
- (- 1) 

- + j +  

n+l  n C I t 1  22 
k=O 

! Cn+l x 

I f  w e  now r e c a l l  t h e  e x p l i c l t  P o r m  o r  t h e  o p e r a t o r  Ln [ F o r m u l a  ( 8 ) ]  
f rom S e c t i o n  2 ,  t h e n  t h e  e x p r e s s i o n  i n  ( 2 1 )  is s i m p l i f i e d  i n  t h i s  
way : 

a n d  t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m  f o r  t h e  p l a n e  wave i n  t e r m s  of n o n s t a t i o n -  
a r y  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  a c q u i r e s  t h e  u l t i m a t e  f o r m  o f  

s i g n i f i e s  i n t e g r a t i o n  o f  ( n + l ) - t h  m u l t i -  - ( n + l )  w h e r e  t h e  o p e r a t o r  D 
p l i c i t y  i n  t i m e  t .  

D - ( n f 1 )  (f( f - +, -f( t + -3 

9 5  

I- - m 



? . e . ,  i s  a p o l y n o m i a l  by  r o f  d e g r e e  no  h i g h e r  t h a n  n ,  a n d  i n c l u d e s  
o n l y  odd p o w e r s  o f  r .  B e c a u s e  o f  t h e  p r o p e r t i e s  of  t h e  o p e r a t o r  
L n  a l r e a d y  d i s c u s s e d  a t  t h e  e n d  o f  S e c t i o n  3 ,  t h i s  d i f f e r e n c e  van -  
i s h e s  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  in t h e  e x p a n s i o n  o f  ( 2 2 )  do n o t  d e p e n d  
on t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  c o n s t a n t  Ak.  

S e c t i o n  5 .  F i e l d  o f  C o n c e n t r a t e d  S o u r c e  

I n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s  we c o n s i d e r e d  s o l u t i o n s  t o  a u n i -  
form wave e q u a t i o n  i n  (11, b u t  i t  i s  a l s o  o f  i n t e r e s t  t o  a p p l y  t h e  
a p p a r a t u s  d e v e l o p e d  t o  a c a l c u l a t i o n  o f  wave f i e l d s  wh ich  h a v e  
s o u r c e s .  L e t  a c o n c e n t r a t e d  e m i t t e r  whose e f f e c t  i s  d e s c r i b e d  
b y  an a r b i t r a r y  t i m e  f u n c t i o n  f ( t )  be  p r o p a g a t e d  a t  t h e  p o i n t  

r = $ o .  The f i e l d  g ( $ , t >  p r o d u c e d  b y  i t  i n  f r e e  s p a c e  i s  a p a r -  
t i a l  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  

-+ 

v2g - 
1 d=g --.- 
cl dt9 

which  d i s a p p e a r s  as f ( t )  t e n d s  t o w a r d  z e r o .  I t  i s  w e l l  known [ a ]  I 
t h a t  

!) z: 

R 
f ( f-) 
7, 

where  R i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  % and  t h e  

p o i n t  3 0 .  However ,  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  f u n c -  
t i o n  i n  ( 2 4 )  i n t o  a s e r i e s  by  n o n - s t a t i o n a r y  s p h e r i c a l  waves .  Con- 
s i d e r i n g  t h e  s o u r c e  t o  b e  o r d e r e d  on t h e  p o l a r  a x i s  o f  t h e  s p h e r -  / 8 '  

i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  - $ 0  ( r g ,  0 ,  0 1 ,  - we c a n  f i n d  g ( r , t >  
i n  t h e  f o r m  o f  

-+ 

Srsing ( 2 3 )  and  t h e  f a c t  o f  o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  L e g e n d r e  polynom- 
i a l s ,  i t  i s  e a s y  t o  show t h a t  t h e  f u n c t i o n s ' g ,  a r e  s o l u t i o n s  t o  
t h e  e q u a t i o n s  
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where  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  M n  i s  d e t e r m i n e d  b y  ( 3 a ) .  We w i l l  
u s e  t h e  o r d i n a r y  s u b s t i t u t i o n  gn  = L n  ( V , )  a n d  t h e  p r i n c i p a l  
p r o p e r t y  o f  t h e  o p e r a t o r  Ln i n  ( 4 ) ;  t h e  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  v n ( r , t )  
t h e n  s a t i s f y  t h e  n o n - u n i f o r m  o n e - d i m e n s i o n a l  wave e q u a t i o n  

uv,- - 

w h e r e  L n l  i s  a n  i n v e r s e  o p e r a t o r  whose  e x p l i c i t  f o r m  i s  g i v e n  i n  
t h e  A p p e n d i x .  A f t e r  c o n s i d e r i n g  t h i s ,  ( 2 6 )  i s  w r i t t e n  t h u s :  

i . e . ,  for t h e  a u x i l i a r y  f ' u n c t i o n  Vn t h e  s o u r c e s  a r e  d i s t r i b u t e d  
i n  t h e  i n t e r v a l  ( 0  - r o ) .  The f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  is a p a r t i c u -  
lar s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t : i o n s  i n  ( 2 6 a )  [l] [ a  ( t ) ,  b e l o w ,  i s  t h e  
a n t i d e r i v a t i v e  f o r  f ( t > l :  

However ,  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 2 7 )  d o e s  n o t  g u a r a n t e e  f i n i t e n e s s  o f  t h e  
f i e l d  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  T h e r e f o r e ,  v A ( r , t )  m u s t  
b e  s u p p l e m e n t e d  by  a s o l u t i o n  t o  t h e  u n i f o r m  e q u a t i o n  v z ( r , t )  i n  
s u c h  a way t h a t  t h e i r  c o r b i n a t i o n  

i s  a n  odd  f u n c t i o n  of  r, C o n s i d e r i n g  S e c t i o n  3 ,  t h i s  c a u s e s  f i n i t e -  
n e s s  o f  t h e  f i e l d  a t  r = 0 .  L e t  u s  show t h a t  v E ( r , t )  s h o u l d  b e  
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t a k e n  i n  t h e  fo rm o f  

[The wave o f  ( 2 8 )  c a n  b e  i n t - e r p r e t e d  as p r o d u c e d  b y  a u x i l i a r y  
s o u r c e s  o b t a i n e d  by  m i r r o r  r e f l e c t i o n  o f  r e a l  o n e s  r e l a t i v e  t o  
t h e  p o i n t  r = 0 1 .  

The c o m p l e t e  s o l u t i o n  f o r  r < r o  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l -  
l o w i n g  f o r m :  

r--x 
vn(r ,  f) =-- 2" 

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  f i r s t  two i n t e g r a l s  g i v e  t h e  odd f u n c t i o n  
o f  r i n  t h e  sum; t h i s  is e a s i l y  d e m o n s t r a t e d  f o r  t h e  l a s t  two by 
r e p l a c i n g  t h e  v a r i a b l e  o f  i n t e g r a t i o n  x by -x. 

The u l t i m a t e  f o r m  o f  e x p a n s i o n  o f  a f i e l d  o f  a p o i n t  s o u r c e  
i n t o  a s e r i e s  b y  s p h e r i c a l  waves i s  f o u n d  a s  s u c h :  
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L e t  u s  r e c a l l  t h a t  t h e  . f u n c t i o n  @ ( t )  = 
t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t ,  a s  f o l l o w s  f r o m  t h e  f o r m  o f  t h e  f o r m u l a s  
i n  (29), i s  n o t  e s s e n t i a l ;  t h i s  c o n s t a n t  i s  p r e s e r v e d .  

J f ( t ) d t ;  a s e l e c t i o n  o f  

We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  w e  made a b o u t  t h e  p o s i -  
t i o n  o f  t h e  e m i t t e r  on t h e  polar a x i s  i s  n o t  a f u n d a m e n t a l  l i m i t a -  
t i o n :  w e  c a n  w r i t e  t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 2 9 )  f o r  a n  a r b i t r a r i l y  
a r r a n g e d  s o u r c e  by s imp: le  u s e  o f  t h e  t h e o r e m  o f  a d d i t i o n  f o r  
L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  [l:]. 

A P P E N D I X  

Operator Inverse t o  L, 

T o g e t h e r  w i t h  t h e  e f f e c t  of t h e  p r i n c i p a l  o p e r a t o r  

i t  i s  s o m - t i m e s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  r e s u l t s  o f  a p p l y i n g  t h e  
i i - .verse  o p e r a t o r  L n 1 .  1:f t h e  o p e r a t i o n  

i s  an u n a m b i g u o u s  d i f f e r e n t i a l  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  f u n c t i o n  $ t o  
t h e  f u n c t i o n  0 ,  t h e n  t h e  c o n v e r s e  e f f e c t  

i s  e s s e n t i a l l y  r e d u c e d  t o  i n t e g r a t i o n  o f  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
o f  n - t h  o r d e r ,  a n d  i t s  r e s u l t  is d e t e r m i n e d  w i t h  a c c u r a c y  up t o  
t h e  s o l u t i o n  x,, o f  t h e  u n i f o r m . e q u a t i o n  L, { x n }  = 0 .  I t  f o l -  
l o w s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  e x p l i c i t  f o r m  05 L n  t h a t  

.zrhere Ck a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  t h e  d e f i n i t i o n s  of w h i c h  c a n  be  
drawn f r o m  v a r i o u s  c o n d i t i o n s .  

C o n s i d e r i n g  ( I ) ,  we w i l l  a g a i n  w r i t e  o u t  (111) a s  t h e  f o l -  
1 ow i n e : 



The p r e s e n c e  of  an a r b i t r a r y  f u n c t i o n  i n  (IV) a l l o w s  u s  t o  c o n s i d e r  
t h e  i n t e g r a l s  i n  (V) a s  n o n - d e f i n i t e .  A s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  v a r i a -  
b l e s  r 2  = x r e d u c e s  ( V )  t o  n - m u l t i p l e  i n t e g r a t i o n  of  t h e  f u n c t i o n  
I$ ( / X ) / X " / ~ .  U s i n g  t h e  we l l -known f o r m u l a  wh ich  r e d u c e s  t h e  
i t e r a t i v e  i n t e g r a l  t o  t h e  s i n g l e  o n e  El], and a g a i n  t u r n i n g  t o  t h e  
v a r i a b l e  r ,  we c a n  w r i t e  t h e  f o l l o w i n g :  

where  t h e  l o w e r  l i m i t  i n  t h e  i n t e g r a l  and  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  
p o l y n o m i a l  xn! ')are a r b i t r a r y ,  a s  b e f o r e .  

I n  S e c t i o n  5 ,  w e  had  t o  u s e  t h e  o p e r a t o r  L;' i n  a s p e c i f i c  
p r o b l e m  c o n c e r n i n g  e x p a n s i o n  i n t o  s e r i e s  b y  s p h e r i c a l  waves  o f  
t h e  f i e l d  o f  a p o i n t  e m i t t e r .  I n  t h i s  r e g a r d ,  t h e  e m i t t e r ,  which  
w a s  c o n n e c t e d  n o t  i n f i n i t e l y  l o n g  a g o ,  c a n n o t  p r o d u c e  f i e l d s  a t  
a r b i t r a r i l y  g r e a t  d i s t a n c e s  f r o m  i t s e l f .  T h i s  p h y s i c a l  c o n d i t i o n  
p e r m i t s  u s  t o  d e f i n e  t h e  o p e r a t o r  L;' u n a m b i g u o u s l y .  The z e r o  
c o n d i t i o n s  a t  g r e a t  d i s t a n c e s  a r e  g u a r a n t e e d  i f  we assume t h a t  
x , ( r )  = 0 and  a = co i n  (VI). T h e r e f o r e ,  L i l  mean t  t h e  f o l l o w i n g  
o p e r a t i o n  i n  S e c t i o n  5 :  

(VI1 
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DIFFRACTION O F  A P L A N E  ELECTROMAGNETIC W A V E  ON AN IMPEDANCE 
S P H E R E  WITH RADIUS CHANGING I N  T I M E  

V .  N. K r a s i l ' n i k ov 

ABSTRACT: The diffraction of a plane electro- 
magnetic wave on an impedance sphere with ra- 
dius changing in time is analyzed mathemati- 
cally. Even the simplest examples presented 
clearly show the uniqueness of the process of 
wave diffraction on bodies of variable size. 
The Debye potentials corresponding to an inci- 
dent linearly-polarized plane electromagnetic 
wave are defined. 

Section 1 .  F o r m u l a t i o n o f  t h e  Problem (89 

Let there by a spherical body which changes its radius in 
time t, according to a certain law a(t) in an inorganic uniform non- 
conducting isotropic medium with electrodynamic characteristics of 
E = tr = 1. Moreover, let a linearly-polarized plane electromagne- 
tic wave be propagated at a velocity of c in the direction of the 
axis OZ of the Cartesian system of coordinates, ?.e., 

z 
C 

where f(t - -1 is a known function describing the shape of the 
wave, while e; are the unit vectors of the system of coordinates 
(we will also use the spherical system of coordinates r, 0 ,  4 ,  the 
polar axis of which coincides with the axis OZ, while the center 
is located at the center of the pulsing sphere). 

At the surface of the spherical body which causes the diffrac- 
tion of the incident wave of (l), we will impose an impedance 
boundary condition on the tangential components of the field vec- 
tors, i.e., 

Here w is the surface impedance determined according to the physi- 
cal properties of the bocly; its magnitude can change in time, but 
should not depend on the angular coordinates 0 and 4 .  From the 
electrodynamic point of .view, the surface of the body is uniform 
and isotropic. 

The condition of (2.3) requires some physical remarks. We 
should differentiate betxeen the motion of the boundary (surface 
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a t  w h i c h  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  medium c h a n g e  i r r e g u l a r l y )  a n d  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  s u b s t a n c e  i t s e l f .  For e x a m p l e ,  a u n i q u e  i o n i z a t i o n  
wave c a n  b e  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  s u b s t a n c e  b y  t h e  e f f e c t  o f  a p u l s e d  
s o u r c e  o f  h a r d  r a d i a t i o n .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  f r e e  e l e c t r o n s  a r i s -  /90 
i n g  a s  a r e s u l t  o f  t h e  p h o t o e l e c t r i c  e f f e c t ,  wh ich  b a s i c a l l y  deter- 
mine  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  medium, do  n o t  h a v e  a 
mean d i r e c t e d  v e l o c i t y .  On t h e  c o n t r a r y ,  i n  t h e  m o t i o n  o f  a 
m e t a l  c o n d u c t o r  i t s  e l e c t r o n s  h a v e  a c e r t a i n  d i r e c t e d  v e l o c i t y  
a n d ,  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  i m m o b i l e  o b s e r v e r ,  a r e  s u b j e c t e d  
t o  t h e  e f f e c t  o f  L o r e n t z  f o r c e s ,  o f  wh ich  t h e r e  are none  i n  t h e  
f i r s t  c a s e .  The d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  s u b s t a n c e  
a n d  t h e  m o t i o n  o f  i t s  s t a t e  i s  p a r t l y  r e m i n i s c e n t  o f  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p  w h i c h  e x i s t s  b e t w e e n  g r o u p  a n d  p h a s e  v e l o c i t i e s .  I n  q u a n t i -  
t a t i v e  t e r m s ,  t h i s  d i f f e r e n c e  amoun t s  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  u s u a l  
e l e c t r o d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  medium ( i n c l u d i n g  t h e  s u r -  
f a c e  i m p e d a n c e )  c a n  b e  u s e d  d i r e c t l y  o n l y  i n  t h a t  r e a d i n g  s y s t e m  
r e l a t i v e  t o  wh ich  t h e  s u b s t a n c e  (or, more p r e c i s e l y ,  i t s  c u r r e n t  
c a r r i e r s )  i s  a t  r e s t .  A c o n v e r s i o n  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  o f  i n t e r -  
e s t  t o  u s  i n t o  a n o t h e r  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  
by  u s i n g  t h e  L o r e n t z  t r a n s f o r m a t i o n  f o r  t h e  f i e l d .  

- 

L e t  u s  c o n s i d e r  s u c h  a s m a l l  p a r t  o f  t h e  s u r f a c e  t h a t  i t  c a n -  
l e t + t h e  r a t e  o f  movement o f  t h e  b o u n d a r y  n o t  b e  c o n s i d e r e d  p l a n e ;  

b e  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  n o r m a l  E, a n d  a t  a g i v e n  moment o f  t i m e  b e  
e q u a l  t o  1, w h i l e  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  s u b s t a n c e  moving  b e h i n d  i t  
i s  e q u a l  t o  V_ i n  r e s p e c t  t o  o u r  " immobi l e"  r e a d i n g  s y s t e m  E .  I n  
a s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  E '  which  moves t o g e t h e r  w i t h  t h e  s u b s t a n c e ,  
t h e  c o n d i t i o n  a t  t h e  b o u n d a r y  S a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

where  
w h i l e  w o  i s  tKe  o r d i n a r y  v a l u e  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e .  U s i n g  
t h e  l a w  f o r  t h e  c o n v e r s i o n  o f  f i e l d s  i n  [l], w e  w i l l  w r i t e  o u t  
( 2 b )  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

a n d  2' a r e  t h e  e l e c t r o m a g n e t T c  f i e l d s  i n  t h e  s y s t e m  K ' ,  

-+ -t 
where  - E a n d  - H a r e  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  i n  our r e a d i n g  s y s t e m .  

The l a t t e r  r e l a t i o n s h i p  c o n v e r t s  i n t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
o f  ( 2 a )  i f  we u s e  t h e  v a l u e  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  w a c c o r d i n g  
t o  t h e  f o r m u l a  

102 



w h i c h  d e f i n e s  t h e  r u l e  .for c o n v e r s i o n  o f  t h e  s u r f a c e  i m p e d a n c e  i n -  
t o  t h e  " i m m o b i l e "  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  F o r m u l a  (3) i n c l u d e s  t h e  
d i r e c t e d  v e l o c i t y  o f  t h s  c u r r e n t  c a r r i e r s  E, a n d  n o t  t h e  r a t e  o f  
d i s p l a c e m e n t  of t h e  b o u i d a r y  V .  - 

The s u r f a c e  i m p e d a n c e  i s  o f t e n  a f u n c t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  
(for e x a m p l e ,  i n  c o n s i d e r i n g  t h e  s k i n  e f f e c t ) ,  a n d  i n  t h i s  case 
i s  u s u a l l y  c o m p l e x .  X ( d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  v a l u e s  o f  w o  i n  

p a r a m e t r i c  n a t u r e  a n d  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  f i e l d  i s  c o n v e r t e d  i n  
t h i s  r e g a r d .  However ,  .if w e  c a n  d i s r e g a r d  t h e  d i s p e r s i o n  o f  s u r -  
f a c e  i m p e d a n c e  i n  t h e  f :?equency  b a n d  a r i s i n g  i n  t h e  d i f f r a c t i o n  
p r o c e s s  ( t h i s  i s  r e a l i z e d  f o r  s l o w  movements  a n d  a s i n u s o i d a l  i n c i -  
d e n t  w a v e ) ,  t h e n  i n  c o n s t r u c t i n g  t h e  m o d e l  w e  c a n  u s e  t h e  v a l u e  
o f  w o  a t  some mean f r e q u e n c y .  The f a c t  t h a t ,  d e s p i t e  i t s  p a r a -  
m e t r i c  a s p e c t ,  t h e  prob:lem r e m a i n s  l i n e a r ,  a l l o w s  u s  t o  d e s c r i b e  
t h e  d e p e n d e n c e  of  t h e  f i e l d s  o n  t i m e  w i t h  a s y m b o l i c  f a c t o r  e x p  
f - i w t ) ,  a n d  t o  u s e  t h e  c o m p l e x  s u r f a c e  i m p e d a n c e  d e r i v e d  f r o m  i t .  

/91 o u r  p r o b l e m  i s  i n a d m i s s i b l e ,  s i n c e  t h e  wave d i f f r a c t i o n  i s  o f  a - 

I n  c o n c l u d i n g  t h i s  s e c t i o n ,  w e  s h o u l d  n o t e  t h a t ,  s i n c e  t h e  
t h e o r e m  o f  s i n g u l a r i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  
b o u n d a r y  p r o b l e m  a l s o  h o l d s  i n  o u r  ca se  C21, t h e  s o u g h t - f o r  d i f -  
f r a c t e d  f i e l d  s h o u l d  s a t i s f y  (1) e i t h e r  t h e  z e r o  i n i t i a l  c o n d i -  
t i o n s ,  i f  t h e  wave o f  ( 1 )  i s  o f  a n o n - s t a t i o n a r y  n a t u r e ,  ; . e . ,  
f ( x )  = 0 a t  x < xo, w h e ~ e  xo i s  some i n t e g e r ,  or ( 2 )  t h e  c o n d i -  
t i o n s  f o r  i n f i n i t e  e m i s s i o n ,  i f  t h e  i n c i d e n t  f i e l d  o f  (1) i s  a 
p e r i o d i c  f u n c t i o n  o f  t h e  t i m e .  

S e c t i o n  2 .  C o n s t r u c t i o n  o f  t h e  Formal S o l u t i o n .  

I t  i s  c o n v e n i z n t + t o  d e s c r i b e  b o t h  t h e  i n c i d e n c e  (1) a n d  t h e  
d i f f r a c t e d  f i e l d  ( E ,  H) i n  c o r r e s p o n d e n c e + w i t h  t h e  p r i n c i p l z  o f  
p o l a r i z a t i o n  d u a l i t y ,  w i t h  t h e  e l e c t r i c  ( l i e )  a n d  m a g n e t i c  ( I Ih )  
H e r t z  v e c t o r s  h a v i n g  o n l y  o n e  r a d i a l  componen t  i n  t h e  s p h e r i c a l  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  The M a x w e l l i a n  e q u a t i o n s  i n  t h e  s p a c e  
o u t s i d e  t h e  s p h e r e  a r e  e q u i v a l e n t  t o  

+- 
w h i l e  t h e  f i e l d s  E a n d  if a r e  d e t e r m i n e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  H e r t z  
v e c t o r s  by  t h e  foilowin:: 

L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  t r a d i t i o n a l  Debye p o t e n t i a l s  u a n d  E, 
w h i c h  a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  H e r t z  v e c t o r s  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

4 - + +  ITe * = rue,, IT, = rue,. 
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I 

I t  i s  w e l l  known [SI t h a t  o r d i n a r y  wave e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  
f rom ( 4 )  f o r  t h e  f u n c t i o n s  o f  u - a n d  v ,  - i . e . ,  

I t  i s  n a t u r a l  t o  l o o k  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  u a n d  v f o r  t h e  d i f -  - / 9 2  
f r a c t e d  f i e l d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way,  c o n s i d e r i n g  t h e  r e s u l t s  o f  o u r  
s t u d y  i n  C 4 l :  

n -  I 

where  

a n 1  w h i l e  t h e  o p e r a t o r  Ln = r n (  -) -. The c o r r e s p o n d i n g  e x p a n s i o n s  rar r 
f o r  t h e  i n c i d e n t  wave a re  f o u n d  i n  t h e  Appendix  ( F o r m u l a s  I V  a n d  

A s e l e c t i o n  o f  t h e  a r g u m e n t s  f o r  t h e  s t i l l - u n k n o w n  f u n c t i o n s  
an  and  Yn c o r r e s p o n d s  t o  t h e  f u l f i l l m e n t  o f  t h e  z e r o  i n i t i a l  c o n d i -  

t i o n  o f  t h e  p r i n c i p l e  o f  e m i s s i o n  i n  t h e  s t a t i o n a r y  c a s e .  The 
p o t e n t i a l s  i n  ( 8 )  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n s  i n  ( 7 )  d e r i v e d  f r o m  t h e  
p r i n c i p a l  M a x w e l l i a n  r u l e s .  

t i o n s  i n  t h e  n o n - s t a t i o n a r y  p r o b l e m ,  and  it g u a r a n t e e s  s a t i s f a c -  I 

The componen t s  o f  t h e  v e c t o r s  o f  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  i n  
t h e  s p a c e  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  - r > a ( t )  - a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  
f o l l o w i n g  g r o u p  o f  f o r m u l a s ,  b a s e d  on  ( 5 1 ,  ( 6 )  a n d  ( 8 ) :  

I 
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n = l  

n - I  

+ +  
S i m i l a r  r e l a t i o n s h i p s  a l s o  o c c u r  for t h e  i n c i d e n t  wave ( E o ,  Ho). / 9 3  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e  o f  v a r i a b l e  r a d i ,  
I t  follows from ( 2 a )  t h i2 t  

I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  unknown € u n c t i o n s ,  w e  s h o u l d  u s e  t h e  - I  
I 

Having  compared  ( 9 )  a n d  (lo), i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  a r e  f u l f i l l e d  i f  
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n = 1, 2 ,  3 ,  . . .  a t  r = a ( t ) .  

The e x i s t e n c e  o f  s e p a r a t e  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  
Debye p o t e n t i a l  shows t h a t ,  i n  t h e  c a s e  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ,  t h e  
e f f e c t  o f  t h e  b o u n d a r y  d o e s  n o t  r e s u l t  i n  a c o n n e c t i o n  b e t w e e n  
f i e l d s  o f  t h e  t y p e s  TE a n d  TM. 

I n  an  e x p l i c i t  f o r m ,  t h e  e q u a t i o n s  u s e d  f o r  f i n d i n g  9, a n d  
Yn a r e  s u c h :  

n +  I 

n = 1, 2 ,  3 ,  ... a t  r = a ( t ) .  

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  r e d u c e d  t o  a n  i n f i n i t e  s e t  o f  
o r d i n a r y  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t s .  
T h i s  p r o v e s  t h a t  t h e  comments w e  made e a r l i e r  a b o u t  t h e  l i n e a r  
a n d  p a r a m e t r i c  n a t u r e  o f  o u r  p r o b l e m  a r e  c o r r e c t .  Each  o f  t h e  
e q u a t i o n s  h a s  o r d e r  o f  ( n + l )  a n d  i s  u n i f o r m :  i f . w e  f i n d  t h o s e  
p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  f o r  0, a n d  \yn w h i c h  v a n i s h  as  f ( t - r / c )  t e n d s  
t o w a r d  z e r o ,  t h e n  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  i s  f o r m a l l y  s o l v e d .  

We s h o u l d  m e n t i o n  t h e  o r d e r  o f  
i n v e r s i o n  w i t h  t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  
( 1 2 ) .  A t  f i r s t ,  w e  mus t  p e r f o r m  a l l  
t h e  o p e r a t i o n s  o f  i n t e g r a t i o n  a n d  
d i f f e r e n t i a t i o n  b y  t a n d  p, c o n s i d e r -  
i n g  t h a t  t h e  f u n c t i o n s  @ n ,  Yn a n d  - f 

d e p e n d  on t h e  c o m b i n a t i o n s  t - - o r  

t + -. 
7 
C r 

C 

A s  a r e s u l t ,  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  
t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  i n t r o d u c e d  i n t o  r r  

F i g .  1 ( 1 2 )  b y  t h e i r  c o m p l e t e  a r g u m e n t s .  
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Then these arguments must be considered (at the boundary surface) 
a(t) = 17 (t). as e q u a l  to t - - a(t) = 5 ( t )  and t f - 

introduced to the coefficients in front of the derivatives are 
replaced by the power a(t). 

The p o w e r s  r - C C 

A solution to the differential equation thus obtained defines 
the functions Qn(<) and 'Yn(<) only on the surface of the sphere 
r = a(t). In order to obtain the diffracted field in space, we 
must extend Qn and Yn into the region r > a(t>, using the pro- 
pagation of these functions by characteristics of the uniform 
wave equation. In this case, we must distinguish between the 
"start" time t, of a certain wave phase with surface r = a(t) and 
the time t it is observed at a certain point at a distance of p. 
The equatyon for the characteristic is 

and, obviously, the furctions on the characteristic satisfy the 
following condition: 

An extension of the wave field into space by characteristics, 
as illustrated in Figure 1, is impossible if the velocity of the 
boundary (g) exceeds -. c. In t h i s  case, the boundary advances the 

wave reflected by it, the diffracted field does not arise, and the 
energy of the incident wave undergoes transformation into other 
types of energy connected with the specific physical mechanism for 
displacement of the boundary. 

Section 3. Long-Wave Approximation. 

A precise solution to Lne equations in (12) can hardly be 
shown for any arbitrary law of the motion of the boundary. It is 
true that, in the case of uniform expansion (or compression), the 
expressions in (12) can be reduced to non-uniform Euler equations, 
but the functions Qn and 'Yh thus found would have too complex a 
representation, preventing us from obtaining physical results. 
Therefore, an approximating analytical study of the equations in 
(12) is more intelligent for a number of particular situations. 
In this work, we will discuss the case of "long-wave approxima- 
tion", when the relative changes of the function f(t) determining 
the time dependence of the incident field are small for a time 
on the order of ao/c, where a0 is the maximum value of the radius 
of the sphere at the stage of the process under investigation. 
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S i n c e  t h e  i n c i d e n t  wave i s  g e n e r a l l y  n o t  s i n u s o i d a l ,  t h e n ,  i n s t e a d  
o f  t h e  o r d i n a r y  i n e q u a l i t y  X > >  ao ,  w e  w i l l  r e q u i r e  t h a t  t h e  f u n c -  
t i o n  f ( t )  h a s  N c o n t i n u o u s  d e r i v a t i v e s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  f o l l o w -  
i n g  i n e q u a l i t i e s :  

where  k = 0 ,  1, ..., N - 1. The l i n e  s i g n i f i e s  a v e r a g i n g  o v e r  t h e  
i n t e r v a l  o f  t i m e  b e t w e e n  two n e i g h b o r i n g  z e r o s  o f  t h e  a v e r a g e d  
f u n c t i o n .  L e t  u s  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  c r i t e r i o n  o f  ( 1 5 )  r e l a t e s  
o n l y  t o  t h e  i n c i d e n t  f i e l d ;  s i n c e  w e  w i l l  n o t  impose  a n y  l i m i t a -  
t i o n s  on t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  b o u n d a r y ,  a n d  t h e  v a l u e s  on t h e  or- 
d e r  o f  c a r e  a d m i s s i b l e ,  t h e  r e s u l t  c o u l d  b e  t h a t  t h e  s e c o n d a r y ,  
d i f f r a c t e d  f i e l d  d o e s  n o t  s a t i s f y  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  ( 1 5 ) .  

a 
The e x i s t e n c e  of  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( 1 5 )  shows t h a t  f ( t  -t c )  

c a n  b e  e x p a n d e d  a r o u n d  t h e  p o i n t  a = 0 i n t o  a T a y l o r  s e r i e s  w i t h  
a r e m a i n d e r  t e r m  o f  number N, a n d  t h i s  s e r i e s  i s  a good mean d e s -  

c r i p t i o n  of  t h e  f u n c t i o n  f t - , e v e n  w i t h  some o f  i t s  f i r s t  

t e r m s .  U s i n g  t h i s  i d e a ,  w d c1:Ibtain t h e  f o l l o w i n g  f o r  t h e  
c o e f f i c i e n t s  u o n ( r ,  t )  and  v o n ( r ,  t )  a t  r - < a c :  

I 

Formula  ( 1 6 )  w a s  w r i t t e n  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  N = m .  F o r  f i n i t e  
- N ,  t h e  fo rm o f  t h e  r e c o r d  c h a n g e s  somewha t ,  a s  we m u s t  u s e  t h e  

Taylor s e r i e s  w i t h  r e m a i n d e r  t e r m  for f t 2 a . However ,  i t  c a n  

b e  s e e n  f rom ( 1 6 )  t h a t  n o t  o n l y  a r e t e n t i o n  o f  many t e r m s  i n  t h e  
s e r i e s  f o r  u O n ( o r  v o , ) ,  b u t  a l s o  a c o n s i d e r a t i o n  o f  ubn  w i t h  
h i g h e r  numbers  a r e  c o n n e c t e d  w i t h  a r e g a r d  for t e r m s  o f  h i g h e r  
o r d e r  i n  t h e  s e n s e  o f  t h e  i n e q u a l i t y  i n  (15). F o r  e x a m p l e ,  

c> 

af r 2  
d t  18c * 
-.- 

I t  i s  o b v i o u s  [ s e e  (ll)] t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  u o n ( v o n )  
i n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  Un ( V n ) -  
If a f t e r  i n t e g r a t i n g  t h e  p r i n c i p a l  p a r t  o f  t h e  p r o c e s s  we l i m i t  
o u r s e l v e s  s o l e l y  t o  t h e  l e a d i n g  t e r m s ,  t h e n  it s u f f i c e s  f o r  US t o  
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s o l v e  (12) o n l y  a t  n = 1: 

I n  t h e s e  e q u a t i o n s ,  a = a ( t )  i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e ,  w h i l e  
t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  @1 a n d  Y 1  a r e  t a k e n  b v  c o m p l e t e  

a r g u m e n t  e q u a l  t o  t - - a ( t )  The s e c o n d  t e r m s  i n  t h e  r i g h t - h a n d  c *  
p a r t  c a n  b e  s u b s t a n t i a l  f o r  e x t r e m e  i m p e d a n c e  v a l u e s  (w -+ 0 or - 
w + -1. 

The f u n c t i o n s  o f  O1 a n d  Yl f o u n d  f r o m  (17) d e t e r m i n e  t h e  
p r i n c i p a l  p a r t  o f  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d ,  f o r  a c l e a r  r e p r e s e n t a t i o n  
of  w h i c h  we m u s t  u s e  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a s  i n  ( 9 ) .  However ,  for 
p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n s  i t  i s  s i m p l e r  t o  c o n s i d e r  t h a t  t h e  s e c o n -  
d a r y  f i e l d  ( i n  t h e  a p p r c x i m a t i o n  a s s u m e d )  c o n s i s t s  of a f i e l d  o f  
a n  e l e c t r i c  d i p o l e  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e ,  o r i e n t e d  i n  t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  a x i s  O X ,  w i t h  moment e q u a l  t o  a l ( t ) ,  a s  w e l l  a s  
t h e  f i e l d  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e  w i t h  moment Y l ( t )  , d i r e c t e d  a l o n g  
t h e  a x i s  O Y .  The p r o o f  f o r  t h i s  i s  v e r y  e l e m e n t a r y ,  a n d  w e  w i l l  
n o t  s t o p  t o  d i s c u s s  i t .  

The p r o b l e m  w e  s t u d i e d  e a r l i e r  i n  [ S I ,  c o n c e r n i n g  t h e  p u l s a -  /97 
t i o n  o f  a n  i d e a l l y  c o n d c c t i n g  (wo = 0 )  s p h e r e  i n  a c o n s t a n t  u n i -  
f o r m  f i e l d  i s  a p a r t i c u l a r  case  f o r  t h e  e q u a t i o n s  i n  (17). I t  i s  
o n l y  n e c e s s a r y  t h a t ,  h a v i n g  c o n s i d e r e d  t h e  s t a t i c  u n i f o r m  f i e l d  
a s  a s u p e r p o s i t i o n  o f  two  p l a n e  c o u n t e r w a v e s ,  f ( t )  = E L  i n  t h e  
f i r s t  e q u a t i o n ,  w h i l e  f ( t )  = Ho i n  t h e  s e c o n d ,  w h e r e  E o  a n d  Ho 
a r e  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  i n t e n s i t i e s  o f  t h e  c o n s t a n t  f i e l d s .  

L e t  u s  f i r s t  e x a m i n e  movements  o f  t h e  s p h e r e  w h i c h  a r e  s l o w  
when compared  t o  t h e  s p e e d  o f  l i g h t  ( n o n - r e l a t i v i s t i c  c a s e ) .  The 
f u n c t i o n  a ( t )  w i l l  t h e n  c h a n g e  s l o w l y  i n  t h e  s e n s e  o f  (15). N a t -  
u r a l l y ,  a s i m i l a r  r e q u i r e m e n t  c a n  a l s o  b e  i m p o s e d  o n  t h e  i m p e d a n c e  
w ( t ) ,  a s  i t s  d e p e n d e n c e  o n  t h e  t i m e  i s  g e n e r a l l y  c o n n e c t e d  w i t h  
t h e  v e l o c i t y  of t h e  b o u n d a r y .  W e  w i l l  d i s r e g a r d  t h e  s m a l l  d e r i v a -  
t i v e s  o f  t h e  t i m e  ( i n  t h i s  c a s e  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  d i f f e r e n t i a -  

t i o r i  ijjr t a n d  t - - a ( t )  d i s a p p e a r s ) ,  a n d  t h e n  t h e  e q u a t i o n s  i n  

(17) a r e  s i m p l i f i e d :  
C - 
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T~ = ? f o r  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  moment, and  Th = a f o r  t h e  mag- 
C 

n e t i c  o n e .  They d e p e n d  l a r g e l y  on t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  s p h e r e ,  a n d  a r e  n o t  c o n s t a n t  i n  t i m e .  For 
e x a m p l e ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  f i r s t  o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  ( 1 8 )  w h i c h  
s a t i s f i e s  t h e  i n i t i a l  z e r o  c o n d i t i o n s  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

I n  t h i s  c a s e ,  when t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  o f  t h e  p r o c e s s  f ( t )  

g r e a t l y  e x c e e d s  T e y  i n t e g r a t i o n  w i t h  - e x p  { -  .r, ) c a n  b e  r e -  

p l a c e d  by m u l t i p l i c a t i o n  b y  u n i t y .  

1 t - x  
Te 

L e t  u s  d i s c u s s  t h e  case o f  w = 0 i n  more d e t a i l .  I t  c o r r e s -  
p o n d s  t o  t h e  a r i s a l  o f  i n f i n i t e l y  g r e a t  c o n d u c t i v i t y  i n  t h e  sys- 
t e m  o f  c o o r d i n a t e s  w h i c h  w e  a g r e e d  t o  c a l l  i m m o b i l e .  I n  t h i s  r e -  
g a r d ,  = o ,  ‘rh = 0, a n d  

The m a g n e t i c  moment a p p l i e d  on t h e  s p h e r e  d e c r e a s e s  i n  a t r a n s f e r  

t o w a r d  s l o w e r  f i e l d s  (E -t 0). I t  i s  n o t  i n d u c e d  a t  a l l  i n  t h e  

c o n s t a n t  f i e l d .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  c o n s t a n t  m a g n e t i c  f i e l d  p e n e -  
t r a t e s  w i t h o u t  h i n d r a n c e  i n s i d e  t h e  “ a r i s i n g ”  c o n d u c t o r .  The 
f o r m u l a s  i n  ( 2 0 )  y i e l d  t h e  f u n c t i o n s  an’d I1 o n l y  on t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  s p h e r e ;  t h e y  a r e  e x t e n d e d  i n  s p a c e  b y  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  (131, a n d  t h e  f i e l d  a t  g r e a t  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  s p h e r e  ( i n  
t h e  z o n e  o f  t h e  e m i s s i o n )  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  
of  t h e  d i p o l e  moment w i t h  a c c u r a c y  u p  t o  t h e  we l l -known g e o m e t r i c  
and  p o l a r i z a t i o n  f a c t o r s .  S i n c e  

The s p e c t r a l  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  s c a t t e r e d  f i e l d  c h a n g e s  when 
compared  t o  t h e  i n c i d e n t  o n e .  The t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m  
is p a r t i c u l a r l y  s u b s t a n t i a l  i f  t h e  p r o c e s s  i n  t h e  i n c i d e n t  wave 
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i s  s l o w  when compared  ‘to t h e  p r o c e s s  o f  e x p a n s i o n  o f  t h e  s p h e r e ,  
d f  i . e . ,  if - d t  

t e r e d  f i e l d  i s  d e t e r m i n e d  b a s i c a l l y ,  n o t  b y  t h e  f u n c t i o n  f ( t ) ,  
b u t  by  t h e  p a r a m e t r i c  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  wave a n d  t h e  bound-  
a r y .  Whzn t h e  o p p o s i t e  i n e q u a l i t y  i s  f u l f i l l e d ,  t h e  s c a t t e r e d  
f i e l d  c o i n c i d e s  i n  form ( i n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n )  w i t h  t h e  s e c o n d  
d e r i v a t i v e  o f  t h e  i n c i d e n t  s i g n a l .  The c o r r e c t i o n s  h e r e  a r e  n o t  
c o n f i n e d  t o  f o r m u l a s  f o r  t h e  D o p p l e r  e f f e c t ;  t h u s ,  c h a n g e s  i n  
a m p l i t u d e  w h i c h  a r e  c o m m e n s u r a t e  i n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e ,  t o g e t h e r  
w i t h  p h a s e  d i s p l a c e m e n t s ,  a r e  o b s e r v e d  e v e n  f o r  a m o n o c h r o m a t i c  
i n c i d e n t  f i e l d  i n  a d i f f r a c t e d  wave. 

d a  a < < f  - dt .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  s c a t -  

The o t h e r  e x t r e m e  v a l u e  f o r  t h e  i m p e d a n c e  (w -t m )  c o r r e s p o n d s  
t o  t h e  s c a r e c e l y  r e a l  case o f  a d i e l e c t r i c  w i t h  a v e r y  h i g h  v a l u e  
of  m a g n e t i c  s u s c e p t i b i l i t y  p > >  E > 1. A c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  
E,) would  p e n e t r a t e  w i t h o u t  h i n d r a n c e  i n t o  s u c h  a .  s u b s t a n c e ,  a n d  
t h e  m a g n e t i c  f i e l d  wou ld  b e  f o r c e d  c o m p l e t e l y  o u t  o f  i t s  s p a c e .  

-+ 

I n  t h e  n o n - r e l a t i v i s t i c  s i t u a t i o n  w e  h a v e  e x a m i n e d  t h u s  f a r ,  
t h e r e  i s  p r a c t i c a l l y  n o  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  m o t i o n  of t h e  s u b -  
s t a n c e  a n d  t h e  m o t i o n  o f  t h e  s t a t e .  As c a n  b e  s e e n  f rom ( 3 ) ,  

w +. w o  f o r  - +  0 .  

v e l o c i t i e s  o f  t h e  e x p a n s i o n  of t h e  s p h e r e  on  t h e  o r d e r  o f  t h e  
s p e e d  o f  l i g h t  c .  I n  t h i s  c a s e ,  s l o w n e s s  i n  t h e  c h a n g e  o f  t h e  
f u n c t i o n  f ( t )  d o e s  n o t  g u a r a n t e e  s l o w n e s s  i n  t h e  c h a n g e  o f  Ql a n d  
YI , a n d  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  (17) i s  f o u n d  t o  b e  a 
v e r y  c o m p l i c a t e d  p r o b l e m .  However ,  for u n i f o r m  e x p a n s i o n  (com- 

V o  i s  c o n s t a n t ,  t h e  a r g u m e n t s  - d a  p r e s s i o n )  o f  t h e  s p h e r e ,  when - = d t  
o f  t h e  f u n c t i o n s  Qp1 a n d  Y 1  d i f f e r  f r o m  t h e  s t a r t  t i m e  ta o n l y  by  
t h e  c o n s t a n t  f a c t o r  

U 
C 

L e t  u s  now t u r n  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  r u l e s  w h i c h  h o l d  f o r  

/ 9 9  

I n  a s s u m i n g  i n v a r i a b i l i t y  of  w ( t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  i m p e d a n c e  
on  t h e  v e l o c i t y  d o e s  n o t  p r e s u p p o s e  i t s  d e p e n d e n c e  o n  t i m e  i n  t h e  
c a s e  o f  c o n s t a n c y  o f  t k e  l a t t e r ,  a c c o r d i n g  t o  (3), t h e  e q u a t i o n s  
i n  ( 1 7 )  a r e  c o n v e r t e d  i n t o  E u l e r  e q u a t i o n s  a n d  c a n  b e  r e w r i t t e n  
i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

B“1 +w) ( 1  - B) X 2 6 . r x  + p ( 1 +w) ( 1 -- B)”& + a$ ( 
w df 

1 df 
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I n  i n t e g r a t i n g  ( 2 2 )  f o r  t h e  case  o f  a s p h e r e  e x p a n d i n g  u n i f o r m l y  
f r o m  a l l p o i n t " ,  we m u s t  u s e  t h e  i n i t i a l  z e r o  c o n d i t i o n s .  For a 
more  complex  " s t e p - w i s e "  e x p a n s i o n  o f  t h e  s p h e r e ,  when t h e  v e l o c i t y  
i s  c o n s t a n t  o n l y  d u r i n g  e a c h  o f  t h e  s t e p s  i n  t h e  p r o c e s s ,  t h e  
s o l u t i o n  f o r  t h e  p r e c e d i n g  s t e p  w i l l  a l s o  g i v e  t h e  i n i t i a l  c o n d i -  
t i o n s  f o r  t h e  s u b s e q u e n t  s t e p  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s .  I t  i s  a l s o  
u s e f u l  t o  c o n s i d e r  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  i n  ( 1 5 )  o f  t h e  s l o w n e s s  i n  
c h a n g e  of  t h e  f u n c t i o n  f ( t )  f o r  v e l o c i t i e s  o f  e x p a n s i o n  on  t h e  
o r d e r  of  p r a c t i c a l l y  s i g n i f i e s  c o n s t a n c y  o f  f ( t )  o v e r  t h e  e n t i r e  
s t e p  o f  t h e  p r o c e s s  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  ( s i n c e  t h e  t i m e  ao / c  a n d  
t h e  t i m e  for e x p a n s i o n  o f  t h e  s p h e r e  t o  a s i z e  o f  a 0  a r e  v a l u e s  
of o n e  o r d e r ) .  C o n s i d e r i n g  t h e  l a t t e r  c i r c u m s t a n c e ,  t h e  s o l u t i o n  
t o  ( 2 2 )  a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

where  

I n  t h e  case o f  1 - @ < <  1, t h e r e  2 s  a s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  t h e  m o t i o n  of t h e  s u b s t a n c e  a n d  t h e  m o t i o n  o f  t h e  s t a t e .  
For e x a m p l e ,  i f  t h e  i d e a l  c o n d u c t o r  moves ,  t h e n  w = - B  a n d  K;(B) - (1 - B I 2 ;  i f  i n f i n i t e l y  g r e a t  c o n d u c t i v i t y  " a r i s e s "  i n  a s u b -  
s t a n c e  a t  r e s t ,  t h e n  w = 0 ,  w h i l e  K i  ( 8 )  "(1 - @ ) .  The a r i s i n g  
d i p o l e  moments ( a n d  t h e  f i e l d s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e m )  d i f f e r  b y  
o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  (1 - 8 ) .  I n  movement o f  t h e  c o n d u c t o r ,  t h e r e  
i s  a r e l a t i v e  e f f e c t  o f  t h e  work o f  t h e  body  o v e r  t h e  f i e l d  d i s -  
p l a c e d ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  a n  a b r u p t  i n c r e a s e  i n  t h e  e m i s s i o n  f i e l d s  

For t h e  s a k e  o f  d e f i n i t e n e s s ,  l e t  u s  e x a m i n e  a s p h e r e  w h i c h  
e x p a n d s  u n i f o r m l y  a t  a v e l o c i t y  o f  V g  up t o  a c e r t a i n  r a d i a l  
d i m e n s i o n  a 0  w h i c h  i s  t h e n  m a i n t a i n e d  ( t h e  s o l u t i o n  t o  s u c h  a 
p r o b l e m  i s  c o n s t r u c t e d  b y  f i t t i n g  two s t e p s ) . +  M o r e o q e r ,  l e t  t h e  
e x t e r n a l  f i e l d  b e  u n i f o r m  a n d  e l e c t r o s t a t i c  ( E  = E o  e x ) ;  t h e n  
'PI = 0 ,  or t h e  m a g n e t i c  moment i s  n o t  i n d u c e d .  We w i l l  b e  i n t e r -  
e s t e d  i n  t h e  f i e l d  of e m i s s i o n .  I n  c a l c u l a t i n g  t h e  f i e l d s ,  w e  

m u s t  k e e p  i n  mind t h a t  - 
a t a  

a a n d ,  a s  f o l l o w s  f r o m  (13), a 
#,, 

The maximum i n t e n s i t y  i n  t h e  e m i s s i o n  z o n e  ( a t  a d i s t a n c e  from 
t h e  c e n t e r )  i s  t h e n  e q u a l  t o  t h e  f o l l o w i n g  i n  t h e  c a s e  o f  a moving  
c o n d u c t o r  ( f o r  1-8 < <  1): 
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I n  t h e  c a s e  o f  c o n d u c t E v i t y  a r i s i n g  i n  a n  unmoving  medium, i t  i s  

Formulas ( 2 4 a )  a n d  (241))  a r e  v a l i d  o n l y  for t h e  f i r s t  s t a g e  o f  t h e  
p r o c e s s ,  wh ich  c o r r e s p o n d s  a t  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  t o  t h e  t i m e  in- 

t e r v a l  f rom t - 7 t o  t - 7 t 
i n c r e a s e  of t h e  f i r s t  ( a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  a m p l i t u d e  a t t a i n e d  a t  
t h e  e n d  o f  t h e  g i v e n  s t a g e )  i s  ( 1 - f 3 l b 1  t i m e s  g r e a t e r .  

b o t h  s i g n a l s  a r e  l i n e a r l y  r r 
VO 

When t h e  s p h e r e  ceases  t o  e x p a n d ,  t h e  e q u a t i o n  for t h e  d i p o i e  
moment a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

3 ,;ID;,, + +a1 = - Eoao; 70 = a&. 

The g e n e r a l  s o l u t i o n ,  ? . e .  , 

c o n t a i n s  two a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  o f  
c o n t i n u i t y  i n  Q p 1  a n d  aQl/olt  a t  t h e  j u n c t u r e  o f  t h e  two s t e p s  i n  t h e  
p r o c e s s .  As a r e s u l t ,  t h e  

e m i s s i o n  z o n e  ( T  = t - - >  

l o w i n g  i n  t h e  two  c a s e s  w e  
f o r e ,  t h a t  1-@<<1): 

r 
C 

f o r m  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p u l s e  i n  t h e  

(1-6) i s  f o u n d  t o  b e  e q u a l  t o  t h e  f o l -  

h a v e  e x a m i n e d  (we w i l l  c o n s i d e r ,  a s  b e -  

The p u l s e  l a s t s  a t i m e  o n  t h e  o r d e r  o f  T O  = ( n a t u r a l  o s c i l -  
l a t i o n s  o f  t h e  d i p o l e  t y p e  t a k e  p l a c e  i n  t h e  e x t e r n a l  r a n g e ,  i n  r e -  
s p e c t  t o  t h e  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e ) .  T h e r e  a r e  no  f u n d a m e n t a l  
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- 1  t 
F i g .  2 

d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  f i e l d s  o f  ( 2 5 a )  a n d  ( 2 5 b ) .  The e n e r g y  e m i t -  
t e d  by t h e  n a t u r a l  damping  v i b r a t i o n s  a t  t h i s  s t a g e  i s  commensurab le  

w i t h  t h e  e n e r g y  r e s e r v e 6 E : a ;  o f  t h e  s t a t i c  f i e l d  i n  t h e  s p h e r e  

w i t h  r a d i u s  ao .  I n  t h e  f i r s t  s t e p ,  t h e  e n e r g y  e m i t t e d  by  t h e  mov- 
i n g  c o n d u c t o r  i s  a n  o r d e r  [(l - f31- I  t i m e s ]  g r e a t e r  t h a n  t h i s  v a l u e .  
On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  c o n d u c t i n g  s p h e r e  w i t h  i m m o b i l e  s u b s t a n c e  
e m i t s  e n e r g y  w h i c h  i s  (1 - B )  t i m e s  l e s s  i n  i t s  e x p a n s i o n .  F i g u r e  
2 shows f o r m s  o f  s i g n a l s  a r i s i n g  i n  t h e  e m i s s i o n  f i e l d  for i3 = 0 . 8 .  
The s o l i d  c u r v e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  case o f  m o t i o n  o f  t h e  s u b s t a n c e ,  
w h i l e  t h e  d o t t e d  c u r v e  c o r r e s p o n d s  t o  m o t i o n  o f  t h e  s t a t e .  

1 

T h u s ,  e v e n  t h e  s i m p l e s t  e x a m p l e s  c l e a r l y  show t h e  u n i q u e n e s s  / l o 2  
o f  t h e  p r o c e s s  of wave d i f f p a c t i o n  o n  b o d i e s  o f  v a r i a b l e  s i z e .  I t  
i s  a c c o m p a n i e d  by  t h e  e f f e c t s  o f  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m  a n d  
p a r a m e t r i c  e m i s s i o n .  

A P P E N D I X  

L e t  us d e f i n e  w h i c h  Debye p o t e n t i a l s  u o  a n d  v o  c o r r e s p o n d  t o  
t h e  i n c i d e n t  p l a n e  wave o f  (1). A c c o r d i n g  t o  ( 5 )  a n d  ( 6 1 ,  w e  c a n  
f i n d  t h e  f o l l o w i n g  f o r  t h e  r a d i a l  component  o f  t h e  i n c i d e n t  f i e l d  
E o :  
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According to the theorem of expansion obtained in our study C41, 

n-0 

where 

signifies integration by the variable t (n-tl) times. -(n+l) while D 
The left-hand part of (I) can be converted in the following way with 
the aid of (11): 

where we found that the following'relationship holds for the Legendre 
polynomials: 

dpn - pL1) (COS e). 

The right-hand part of (I) can also be represented in the form 
of expansion by spherica:L functions Pn (1) (cos e )  cos $ .  
the general principle f o r  solving a wave equation in the form of an 
expansion by non-stationary spherical waves [ 4 ] ,  we can write out 
u o  in the form of 

Following 

115 



a n d ,  t o  f i n d  t h e  f u n c t i o n s  u o n ( r ,  t )  we w i l l  u s e  ( I ) .  I t  f o l l o w s  

f rom t h e  o r t h o g o n a l i t y  of  t h e  f u n c t i o n s  PA') ( c o s  e )  c o s  9 t h a t  

I n  o r d e r  t o  s i m p l i f t y  ( 1 1 1 ) ,  we s h o u l d  n o t e  t h a t  ( 4 )  shows t h e  f o l - / 1 0 3  
l o w i n g  f o r  r u O n :  

( c o s  0 )  i s  a s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  ( 1 )  L e t  u s  a l s o  c o n s i d e r  t h a t  P n  

A s  a r e s u l t ,  ( 1 1 1 )  i s  r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  o f  

-f 
a n d  t h e  Debye p o t e n t i a l  u o  ( r ,  t) o f  t h e  i n c i d e n t  wave f o r  ( I )  c a n  
b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p a n s i o n  by s p h e r i c a l  f u n c t i o n s :  

-+ 
An a l m o s t  a n a l o g o u s  f o r m u l a  c a n  b e  o b t a i n e d  for v o  (P, t); 
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DIFFRACTION O F  AN ELECTROMAGNETIC FIELD O N  AN UNBOUNDED 
HOLLOW CYLINDER IN A CONDUCTING HALF-SPACE 

O.G. Kozina and K.F. Filippov 

ABSTRACT: The a u t h o r s  l o o k  for a f i e l d  d i f f r a c t -  
e d  on a h o l l o w  c y l i n d e r  o f  i n f i n i t e  l e n g t h  i n  
t h e  l o w e r  c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e  o f  a t w o - l a y e r e d  
medium d i v i d e d  b y  a p l a n e  b o u n d a r y ,  wh ich  i s  p r o -  
d u c e d  b y  v e r t i c a l  or h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e s  
i n  t h e  l o w e r  h a l f - s p a c e .  I t  i s  f o u n d  t h a t  a 
v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e  i s  more s e n s i t i v e  t o  
a l l  d i s c o n t i n u i t i e s  t h a n  a h o r i z o n t a l  o n e .  

A t w o - l a y e r e d  medium d i v i d e d  b y  a p l a n e  b o u n d a r y  i s  i n v e s -  
t i g a t e d  i n  t h i s  a r t i c l e .  A h o l l o w  c y l i n d e r  o f  i n f i n i t e  l e n g t h  i s  
l o c a t e d  i n  t h e  l o w e r  c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e  n e a r  t h e  b o u n d a r y .  W e  
a r e  l o o k i n g  f o r  t h e  f i e l d  d i f f r a c t e d  on t h e  c y l i n d e r  wh ich  i s  
p r o d u c e d  b y  v e r t i c a l  or h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e s  i n  t h e  l o w e r  
h a l f - s p a c e .  

We w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  l o w e r  c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e  i s  
c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  p a r a m e t e r s  € 1 ,  p 1  a n d  u l .  The u p p e r  h a l f -  
s p a c e  a n d  t h e  i n s i d e s  o f  t h e  c y l i n d e r  o f  r a d i u s  a a r e  c h a r a c t e r -  
i z e d  b y  t h e  p a r a m e t e r s  a n d  ~2 ( u 2  = 0 ) .  

F i g .  1. 

We w i l l  u s e  t h e  C a r t e s i a n  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i n  o r d e r  t h a t  
t h e  p l a n e  z = 0 m i g h t  c o i n c i d e  w i t h  t h e  p l a n e  b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  
m e d i a ,  a n d  t h a t  t h e  a x i s  z m i g h t  b e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  l a t t e r .  
T.he s o u r c e  o f  t h e  f i e l d  w i t h  c o o r d i n a t e s  ( O , O ,  h s )  and  t h e  o b s e r v a -  
t i o n  s i t e  (x, 0 ,  z )  a r e  o f  l e s s e r  d e p t h  t h a n  t h e i r  d i s t a n c e  a l o n g  
t h e  h o r i z o n t a l  ( F i g .  1). 
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Here hs i s  t h e  d e p t h  o f  s u b m e r s i o n  o f  t h e  t r a n s m i t t e r .  

The p r o b l e m  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a f i e l d  o n  a n  unbounded 
c y l i n d e r  i n  a u n i f o r m  medium h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  f o r  a l o n g  t i m e  - 1 
[l]; t h e  e x i s t e n c e  o f  a p l a n e  b o u n d a r y  c o m p l i c a t e s  i t  t o  a g r e a t  
e x t e n t .  I n  p h y s i c a l  t e r m s ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  s u c h  a b o u n d a r y  r e -  
s u l t s  i n  a s i t u a t i o n  w h s r e  a s y s t e m  o f  m u l t i p l y  r e f l e c t e d  waves  
a r i s e s  b e t w e e n  t h e  c y l i , n d e r  a n d  t h e  b o u n d a r y .  I f  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d  d u e  t o  t h e  d i s t u r b i n g  e f f e c t  o f  t h e  c y l i n d e r  i s  s m a l l ,  t h e n  
w e  c a n  e x p e c t  t h a t  t h e  m u l t i p l y  " r e f l e c t e d "  waves  w i l l  b e  g r e a t l y  
w e a k e n e d ,  a n d  t h e  waves  w h i c h  u n d e r g o  a s m a l l  number  o f  r e f l e c t i o n s ,  
wh ich  c a n  b e  f o u n d  b y  t ' h e  me thod  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  w i l l  
p l a y  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  r o l e .  

L e t  u s  a p p l y  t h i s  method t o  a s o l u t i o n  o f  o u r  p r o b l e m ,  a n d  l e t  
u s  d i v i d e  i t  i n t o  a number o f  s t e p s .  For t h e  f i r s t  s t e p ,  w e  w i l l  
c o n s i d e r  t h a t  t h e r e  i s  no c y l i n d e r ,  a n d  t h e r e  i s  o n l y  a t w o - l a y e r e d  
medium w i t h  a f i e l d  s o u r c e  i n  t h e  f o r m  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e .  We 
w;11 u s e  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  E 2 1  f o r  t h i s  s t e p ,  b u t  t h e  p l a n e  
k o u n d a r y  w i l l  b e  r e p l a c e d  b y  f i c t i t i o u s  s o u r c e s  i n  a u n i f o r m  medium, 
w i t h  p a r a m e t e r s  o f  t h e  l o w e r  h a l f - s p a c e .  T h e s e  s o u r c e s  h a v e  d i f -  
f e r e n t  f o r m s  f o r  v e F t i c a l  a n d  h o r i z o n t a l  e m i t t i n g  d i p o l e s .  

F o r  t h e  s e c o n d  s t e p ,  w e  w i l l  s o l v e  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  d i f f r a c -  
t i o n  o f  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  o n  a h o l l o w  c y l i n d e r  i n  a u n i f o r m  
c o n d u c t i n g  medium f o r  e a c h  s o u r c e  s e p a r a t e l y .  

For t h e  t h i r d  s t e p ,  w e  w i l l  make t h e  c y l i n d e r  i t s e l f  s i m i l a r  
t o  some s o u r c e  o f  a f i e l d ,  a n d  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c -  
t i o n  o f  t h e  f i e l d  p r o d u c e d  b y  t h i s  s o u r c e  t h e r e  i s  a f i e l d  r e -  
f l e c t e d  t w i c e  f r o m  t h e  p l a n e .  The l a t t e r  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  
i n c i d e n t  f i e l d ,  and  w e  c a n  a g a i n  s o l v e  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  
o f  a f i e l d  on a c y l i n d e r .  When t h e  c y l i n d e r  i s  a c e r t a i n  d i s t a n c e  
f r o m  t h e  b o u n d a r y ,  t h i s  p r o c e s s  w i l l  r a p i d l y  c o n v e r g e ,  and  i t  c a n  
b e  s t o p p e d  a f t e r  t h e  t h i r d  s t e p .  

L e t  u s  t u r n  t o  a s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  f o r m u l a t e d  a n d  c o n -  
s i d e r ,  f i r s t  o f  a l l ,  t h e  case  when t h e r e  i s  n o  c y l i n d e r ,  w h i l e  
t h e r e  i s  a v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e  i n  t h e  l o w e r  c o n d u c t i n g  h a l f -  
s p a c e .  

I f  w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  d i s t a n c e s  b e t w e e n  t h e  s o u r c e  o f  t h e  
f i e l d  a n d  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e s  w h i c h  a r e  milch l e s s  t h a n  t h e  wave-  
l e n g t h  i n  t h e  u p p e r  med.ium, ? . e . ,  

t h e n  w e  c a n  a s sume  t h a t  k 2  = 0 ,  a n d  w e  w i l l  o b t a i n  a n  a p p r o x i m a t i v e  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  H e r t z  v e c t o r .  A s  shown i n  [ 2 ] ,  t h i s  e x p r e s s i o n  
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h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

where  R = 
d i s t a n c e s  f r o m  t h e  p r i m a r y  a n d  m i r r o r  s o u r c e s  t o  t h e  o b s e r v a t i o n  
s i t e ;  M O  i s  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  moment; 

f x 2  t ( z  - h s ) 2  a n d  R '  = x 2  t ( z  t h s ) 2  a r e  t h e  

J o  a n d  H O  a r e  B e s s e l  f u n c t i o n s ;  k: = kg  EA^^^^; kg i s  t h e  wave 

number f o r  vacuum; E '  a n d  ~.r a r e  t h e  complex  r e l a t i v e  p e r m i t -  t i v i t y  a n d  r e l a t i v e  m l  magneticmAusceptibility, r e s p e c t i v e l y .  

The f i r s t  t e r m  i n  ( 3 )  d e s c r i b e s  t h e  f i e l d  o f  t h e  p r i m a r y  
s o u r c e ,  w h i l e  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  d e s c r i b e  t h e  f i e l d  o f  f i c t i t i o u s  
s o u r c e s  due  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  a p l a n e  boundary;.  I n  t h i s  r e g a r d ,  
TI;: i s  t h e  H e r t z  v e c t o r  o f  t h e  m i r r o r  s o u r c e ,  i s  t h e  H e r t z  

v e c t o r  o f  t h e  o c t u p o l e ,  w h i l e  I I z q  a n d  n Z 5  C o r r e s p o n d  t o  t h e  f i e l d  
o f  t w o - d i m e n s i o n a l  s o u r c e s  p r o d u c i n g  waves  w h i c h ,  i n  t h e  f u t u r e ,  
w e  w i l l  c a l l  " r e f r a c t i o n  waves" .  We w i l l  u s e  t h e  f o r m u l a  

z 2  

H = grad div TI + k W  ( 4 )  

and  s u b s t i t u t e  ( 3 )  i n t o  ( 4 ) .  We w i l l  t h e n  f i n d  a l l  t h e  componen t s  
o f  t h e  f i e l d ,  wh ich  we w i - 1  c a l l  t h e  componen t s  o f  t h e  " d i r e c t "  
f i e l d ,  w h i l e  t h e  f i e l d  c a u s e d  by  t h e  c y l i n d e r  w i l l  b e  c a l l e d  t h e  
d i f f r a c t e d  o n e .  

T a b l e  1 shows a p p r o x i m a t i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  " d i r e c t "  
f i e l d s  H, a n d  H x  w i t h  a c o n s i d e r a t i o n  o f  (1) (H = 0 a t  t h e  s e -  
l e c t e d  o b s e r v a t i o n  s i t e  f o r  y = 0 ) .  I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  t a b l e  
t h a t ,  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s u r f a c e  ( h s  z - 0 1 ,  t h e  f i e l d  of 
t h e  p r i m a r y  and  m i r r o r  s o u r c e s  i s  c l o s e  t o . z e r o .  T h i s  c a n  b e  
e x n l a i n e d  i n  p h y s i c a l  t e r m s  by  t h e  f a c t  t h a t  t h e  waves  a r e  i n  op-  
p o s i t e  p h a s e  a n d  c o m p e n s a t e  f o r  e a c h  o t h e r .  When t h e  f o l l o w i n g  
c o n d i t i o n  i s  f u l f i l l e d ,  

Y 

I kiR' I > 1 
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t h e  f i e l d  o f  t h e  o c t u p o l e  a t t e n u a t e s ; ? e x p o n e n t i a l l y .  Under  t h e s e  
c o n d i t i o n s ,  t h e  c o m p o n e n t s  TIg4 a n d  T I z 5  make t h e  p r i n c i p a l  c o n -  
t r i b u t i o n  t o  t h e  f i e l d  a t  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t ;  f o r  t h e s e  com- 
p o n e n t s ,  t h e r e  is n o  e x p o n e n t i a l  a t t e n u a t i o n  w i t h  d i s t a n c e  a l o n g  
t h e  h o r i z o n t a l .  I n  o r d e r  t o  show t h e  mechan i sm for p r o p a g a t i o n  
o f  t h e s e  w a v e s ,  l e t  u s  t u r n  t o  t h e i r  p h a s e ,  w h i c h  h a s  t h e  f o r m  o f  

A wave w i t h  s u c h  p h a s e  can b e  a s c r i b e d  t h e  f o l l o w i n g  p a t h  ( F i g .  2 ) .  
F r o m  t h e  l o w e r  c o n d u c t i n g  medium, t h e  wave g o e s  t o  t h e  s u r f a c e ,  
where  i t  is p r o p a g a t e d , w i t h o u t  a t t e n u a t i o n  (k, = 0 )  up t o  t h e  
p r o j e c t i o n  o f  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t  on  t h e  p l a n e  b o u n d a r y ,  and  t h e n  
a g a i n  d e s c e n d s  t o  t h e  l o w e r  medium a n d  i s  d e t e c t e d  b y  t h e  r e c e i v e r .  

T A B L E  1 
- 

Magnetic F ie ld  I 
__ 

Her tz  Vector  

P l a n a r  s o u r c e  ] 

b c c o r d i n g  t o  T a b l e  1, t h e  r e f r a c t i o n  wave c o n s i s t s  of  two  
co rnnonen t s :  

3M0 h s + z )  
( 6 )  k' e (klx)4 ' H,= - - 

2 X  
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F i g .  2 .  

T u r n i n g  t o  E y ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a  

rotH=- lWdE 

o r  

/1 and c o n s i d e r i n g  ( 6 )  a n d  ( 7 ) ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :  - 

E x p r e s s i o n s  ( 6 ) ,  ( 7 1 ,  ( 8 1 ,  and  ( 9 )  d e s c r i b e  t h e  f i e l d  on t h e  
l i n e s  y = 0 .  I n  t h e  f u t u r e ,  w e  
w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  f i e l d  i s  
d e f i n e d  b y  t h e  same e x p r e s s i o n s  
f o r  any  y .  I n  o r d e r  t o  e v a l u a t e  
t h e  a d m i s s a b l e  e r r o r ,  we s h o u l d  
n o t e  t h a t  t h e  r e f r a c t i o n  waves  c a n  
be  d e s c r i b e d  b y  a s e t  o f  two-dimen-  
s i o n a l  s o u r c e s  w i t h  a n n u l a r  c u r r e n t s ,  

L I 
as  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  3 .  A d i s r e -  
g a r d  o f  t h e  v a l u e  y i s  e q u i v a l e n t  

F i g .  3 .  t o  a s i t u a t i o n  where  t h e  a n n u l a r  
c u r r e n t  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  l i n e a r  

one  ( s e e  t h e  d o t t e d  l i n e  on F i g u r e  3 1 ,  a n d  t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  a 
r e p l a c e m e n t  o f  a p o i n t  s o u r c e  by  .a s o u r c e  i n  t h e  f o r m  o f  a f i l a -  
men t .  I t  i s  c l e a r  f rom t h e  p h y s i c a l  m a t e r i a l s  t h a t  t h i s  t y p e  o f  
s u b s t i t u t i o n  d o e s  n o t  b r i n g  a b o u t  a l a r g e  e r r o r  f o r  a c y l i n d e r  
wh ich  i s  s u f f i c i e n t l y  removed f r o m  t h e  s o u r c e .  I n  t h i s  c a s e ,  we 
c a n  f i n d  a q u a n t i t a t i v e  e s t i m a t e  o f  t h e  a d m i s s a b l e  e r r o r .  For 
t h i s  p u r p o s e ,  t h e  f i e l d  i n c i d e n t  on t h e  c y l i n d e r  i s  e x p a n d e d  by  
p l a n e  waves  w i t h  s u c h  c o m p u t a t i o n s  t h a t  t h e  p r i n c i p a l  t e r m  o f  t h e  
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e x p a n s i o n  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  s o l u t i o n s  w e  h a v e  o b t a i n e d . '  The e v a l -  
u a t i o n s  show t h a t  t h e  m a j o r  t e r m  d e s c r i b e s  t h e  f i e l d  i n  f u l l  v e r y  
w e l l  when t h e  c y l i n d e r  i s  a d i s t a n c e  on  t h e  o r d e r  of t h e  wave- 
l e n g t h  i n  t h e  l o w e r  medium f r o m  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e .  T h i s  c a n  
b e  e x p l a i n e d  i n  p h y s i c a l  t e r m s  b y  t h e  f a c t  t h a t ,  f o r  s m a l l  r a d i i  
o f  t h e  c y l i n d e r ,  t h e  i n d u c e d  c u r r e n t s  a r e  d i r e c t e d  m a i n l y  a l o n g  
t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r ;  t h e r e f o r e ,  t h e  f o r m  o f  t h e  s o u r c e  i s  
n o t  o f  g r e a t  s i g n i f i c a n c e  [3, 4 1 .  

As t h e  e v a l u a t i o n s  show,  i n  f u l f i l l i n g  t h e  c o n d i t i o n  

i . e . ,  for a s m a l l  r a d i u s  o f  t h e  c y l i n d e r  ( c o m p a r e d  t o  i t s  d i s t a n c e  
f r o m  t h e  B o u r c e ) ,  w e  c a n  c o n s i d e r  t h a t  t h e  v a l u e  k l x  c h a n g e s  l i t t l e  
along t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r ,  and  i t  c a n  b e  r e p l a c e d  
b y  k l x o .  We c a n  t h e n  c o n s i d e r  t h e  f i e l d s  f r o m  ( 6 ) ,  ( 7 )  or ( 8 )  a n d  
( 9 )  t o  b e  p l a n e ,  w h i c h  s i m p l i f i e s  a l l  f u r t h e r  c o m p u t a t i o n s  t o  a 

wh ich  a p l a n e  wave f a l l s ,  i . e . ,  
g r e a t  e x t e n t .  I n  t h i s  medium, t h e r e  i s  a n  unbounded  c y l i n d e r  on / l o 9  

II,+ = (11) 

The f r o n t  o f  t h i s  wave i s  p a r a l l e l  t o  t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r .  ~ 

I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  d i  f f r a c t e d  f i e l d ,  l e t  u s  t u r n  t o  t h e  
c y l i n d r i c a l  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s  for t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

% =  2, + r COS Q ,  

where  z o  i s  t h e  c o o r d i n a t s  of t h e  c y l i n d e r  a x i s .  We w i l l  c o n s i d e r  
t h a t  t h e  a x i s  y o f  t h e  C a r t e s i a n  s y s t e m  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  a x i s  
z o f  t h e  c y l i g d r i c a l  sT-stem. The p r o b l e m  o f  t h e  i n c i d e n c e  o f  a 
p l a n e  wave on t h e  c y l i n d e r  i s  t h e n  s o l v e d  by  t h e  s t a n d a r d  m e t h o d s .  
T h e r e f o r e ,  w e  w i l l  p r e s e n t  t h e  p r e p a r e d  s o l u t i o n  f o r  t h e  d i f f r a c t e d  
f i e l d  h e r e  d i r e c  t l y :  

ca I 

Ey &.= A":) (k ,r)  cos my, 
nt-0 

T h i s  s o l u t i o n  i s  v e r y  cumbersome,  a n d  we t h e r e f o r e  w i l l  n o t  p r e -  
s e n t  i t  h e r e .  

- 
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where  A m  c o n t a i n s  a c o m b i n a t i o n  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s  and  (11). When 
t h e r e  i s  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n  

a n d  m = 0 ,  t h i s  f i e l d  a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

where  x o  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  a x i s  of  t h e  c y l i n d e r  t o  t h e  
t r a n s m i t t e r .  I t  c a n  b e  s e e n  f rom (14) t h a t  t h e  f i e l d  r e  r e s e n t e d  
by  t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  s e r i e s  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  k l a )  and  t h e  
n - t h  t e r m  of  t h e  s e r i e s  c o n t a i n s  t h e  f a c t o r  ( k l a ) 2  t n  + ' j ,  wh ich  
g u a r a n t e e s  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  as a g e o m e t r i c  p r o g r e s s i o n  
when ( 1 3 )  i s  f u l f i l l e d ,  due  t o  wh ich  t h e  t e r m s  f o l l o w i n g  i t  n e e d  
n o t  be  c o n s i d e r e d .  T h i s  i s  a l l  t h e  more v a l i d  i f  w e  c o n s i d e r  t h a t  
we h a v e  a p p r o x i m a t e d  t h e  i n c i d e n t  f i e l d  i n  t e r m s  o f  t h e  p l a n e  wave ,  
as  a r e s u l t  o f  wh ich  t h e  a d m i s s a b l e  e r r o r  i s  c o m p a r a b l e  t o  t h e  
d i s c a r d e d  t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  f o r  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d .  

I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  f r o m  ( 1 4 )  t h a t  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  wh ich  
h a s  b e e n  f o u n d  r e p r e s e n t s  a s k y  wave p r o p a g a t i n g  d i r e c t l y  i n  t h e  
c o n d u c t i n g  medium, where  i t  a t t e n u a t e s  e x p o n e n t i a l l y .  A s  a r e s u l t  
o f  t h i s ,  t h e  f i e l d  component  wh ich  h a s  b e e n  f o u n d  makes a s m a l l  
c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  t o t a l  f i e l d  a t  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t .  

The r e f r a c t i o n  wave p r o d u c e d  by t h e  c y l i n d e r  i t s e l f  w i l l  make 
a much g r e a t e r  c o n t r i b u t i o n  i f  t h e  l a t t e r  i s  a t  a s m a l l  d e p t h  f r o m  
t h e  b o u n d a r y ,  a n d  if t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  i f  f u l f i l l e d :  

w h i l e  i t s  d i s t a n c e  f r o m  t h e  t r a n s m i t t e r  a n d  r e c e i v e r  g r e a t l y  e x -  
c e e d s  t h e  w a v e l e n g t h  i n  t h e  c o n d u c t i n g  medium. A s  m-t ioned a b o v e ,  
t h i s  c i r c u m s t a n c e  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  r e f r a c t i o n  waves  
u n d e r g o  e x p o n e n t i a l  a t t e n u a t i o n  o n l y  a l o n g  t h e  p a t h  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  t o  t h e  s u r f a c e ,  w h i l e  t h e  s k y  waves  u n d e r -  
go  e x p o n e n t i a l  a t t e n u a t i o n  Over  t h e  e n t i r e  c o u r s e  of  p r o p a g a t i o n .  

F i g u r e  4 shows t h e  c o u r s e  o f  p r o p a g a t i o n  o f  r e f r a c t i o n  waves  
i n c i d e n t  on a c y l i n d e r  and  d i f f r a c t e d  on i t .  

I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  f i e l d  o f  a r e f r a c t i o n  wave g o i n g  f r o m  
t h e  c y l i n d e r  a l o n g  t h e  s u r f a c e  t o  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t ,  w e  w i l l  
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m a k e  t h e  c y l i n d e r  s i m i l a r  t o  a s o u r c e  i n  t h e  f o r m  o f  a f i l a m e n t  
[ 5 J ,  and  w e  w i l l  c a l l  t h i s  f i e l d  a n  i n c i d e n t  o n e ,  < . e . ,  

Hav ing  s o l v e d  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  a f i l a m e n t a r y  s o u r c e  i n  
t h e  p r e s e n c e  o f  a b o u n d a r y ,  w e  c a n  f i n d  t h e  f i e l d  r e f l e c t e d  f r o m  
i t  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

r o n s  i d e r i n g  t h a t  

rot E = iupoH, 

w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  for t h e  v e r t i c a l  f i e l d  componen t :  

I n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h i s  i n t e g r a l ,  w e  w i l l  d r aw d i v i s i o n s  f r o m  

t h a t  Re \r;.".ar,l 0 a l o n e  t h e  d i v i s i o n ,  and  w e  w i l l  c a l l  t h a t  
v 2  - k2 > 0 t h e  u p p e r  o n e .  T h i s  g u a r a n t e e s  s h e e t  on  w h i c h  R e  

c o n v e r g e n c e  a n d  f r e e d o m  o f  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  c o n t o u r  on t h e  
u p p e r  s h e e t .  C a l c u l a t i o n s  o f  t h e  i n t e g r a l  i n  ( 1 7 )  by  t h e  d i v i s i o n  
k2 t h e n  g i v e  t h e  t o t a l  € . i e l d  o f  t h e  r e f r a c t i o n  wave i n  t h e  f o l l o w -  

t h e  b r a n c h i n  o i n t  p = k1,2 on t h e  complex  p l a n e  i n  s u c h  a way /111 
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i n g  f o r m ,  c o n s i d e r i n g  ( 2 ) :  

C a l c u l a t i o n s  o f  t h e  i n t e g r a l  i n  ( 1 7 )  by  t h e  d i v i s i o n  kl g i v e  s k y  
w a v e s ,  wh ich  a r e  much l e s s  t h a n  t h e  f i e l d  f r o m  (18) f o r  t h e  c o n -  
d i t i o n  i n  ( 5 )  due  t o  e x p o n e n t i a l  a t t e n u a t i o n ,  a n d  t h e r e f o r e  a r e  
n o t  p r e s e n t e d  h e r e .  

T h u s ,  i f  t h e  s o u r c e  of a f i e l d ,  t h e  c y l i n d e r  a n d  t h e  o b s e r v a -  
t i o n  s i t e  a r e  l o c a t e d  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  b o u n d a r y ,  t h e n  
r e f r a c t i o n  waves  p r o d u c e d  by  v a r i o u s  s o u r c e s  a r i s e :  ( a )  g o i n g  
f rom t h e  p r i m a r y  s o u r c e  t o  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  ( t h e s e  waves  p r o -  
d u c e  t h e  p r i n c i p a l  p a r t  o f  t h e  " d i r e c t "  f i e l d )  a n d  ( b )  g o i n g  t o  
t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  f r o m  t h e  c y l i n d e r  i t s e l f  ( a s  a s o u r c e  o f  
t h e  f i e l d ) .  T h e s e  waves p r o d u c e  t h e  m a i n  p a r t  o f  t h e  d i f f r a c t e d  
f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t ;  n e v e r t h e l e s s ,  t h i s  f i e l d  i s  n o t i c e -  
a b l y  l e s s  t h a n  t h e  d i r e c t  f i e l d  p r o d u c e d  by  r e f r a c t i o n  waves  f r o m  
t h e  p r i m a r y  s o u r c e .  A c t u a l l y ,  if we compare  ( 7 )  a n d  (181, t h e n  
we c a n  s e e  t h a t  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  c o n t a i n s  t h e  f a c t o r  ( k l a I 2 ,  
wh ich  i s  much l e s s  t h a n  u n i t y ,  and  t h e  f a c t o r  k l x  i n  t h e  denomin-  
a t o r ,  wh ich  i s  much g r e a t e r  t h a n  u n i t y  i n  modulus  and  h a s  a h i g h e r  
power .  

I n  o r d e r  t o  b e . t t e r  u n d e r s t a n d  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  d i f f r a c t e d  
f i e l d ,  w e  w i l l  compare  i t  t o  t h e  d i r e c t  o n e ,  and  assume t h a t  t h e  
h o l l o w  c y l i n d e r  i s  i n  t h e  m i d d l e  b e t w e e n  t h e  t r a n s m i t t e r  a n d  
r e c e i v e r ,  s o  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  e q u a l i t y  h o l d s :  

x = 2x0. 

The f i e l d  r a t i o  o f  i n t e r e s t  t o  u s  t h e n  a c q u i r e s  t h e  f o l l o w i n g  f u r m :  

The r a t i o  o b t a i n e d  d e t e r m i n e s  t h e  maximum d i s t a n c e  f r o m  t h e  t r a n s -  
m i t t e r  a n d  r e c e i v e r  t o  t h e  c y l i n d e r  for a g i v e n  r a d i u s  a ,  for 
which  t h e  f i e l d  d i f f e r s  g r e a t l y  a t  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  f r o m  t h e  
f i e l d  i n  t h e  u n i f o r m  t w o - l a y e r e d  medium. 
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L e t  u s  now f i n d  u n d e r  w h i c h  c o n d i t i o n s  w e  c a n  d i s r e g a r d  t h e  
s u b s e q u e n t  r e f l e c t i o n s  f r o m  t h e  p l a n e  t o  t h e  c y l i n d e r  a n d  b a c k ,  a n d  
l i m i t  o u r s e l v e s  t o  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d .  For t h i s  p u r p o s e ,  w e  w i l l  
compare  t h e  d i r e c t  f i e l d  o f  a r e f r a c t i o n  wave i n c i d e n t  o n  a c y l i n d e r  
f o r  t h e  f i r s t  t i m e  [ s e e  (ll)] a n d  t h e  f i e l d  o f  a r e f r a c t i o n  wave 
wh ich  i s  p r o d u c e d  b y  t h e  c y l i n d e r ,  r e f l e c t e d  f r o m  t h e  p l a n e  b o u n d a r y ,  

t h i s  c o m p a r i s o n  i s  t o  l e . s d  d i r e c t l y  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r ,  
a n d  w e  w i l l  t h e r e f o r e  as.sume t h a t  x = x o  a n d  z = z o  i n  ( 1 7 ) .  A f t e r  
c a l c u l a t i n g  t h e  i n t e g r a l  i n  ( 1 7 )  b y  t h e  d i v i s i o n  k2, w e  w i l l  o b t a i n  
t h e  f o l l o w i n g  f i e l d :  

a n d  a g a i n  i n c i d e n t  upon , t h e  c y l i n d e r  [ s e e  ( 2 0 1 1 .  The p u r p o s e  o f  /112 

T A B L E  2 

Magnetic Field I 
_ _ _ _  . -__-- 

Hertz  Vector  

Hav ing  compared  t h e  s e c o n d a r y  r e f r a c t i o n  wave o b t a i n e d  t o  t h e  
r e f r a c t i o n  wave i n c i d e n t  €or t h e  f i r s t  t i m e  o n  t h e  c y l i n d e r ,  w e  
f i n d  t h a t  
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The c o n d i t i o n  f o r  a p p l i c a b i l i t y  o f  o u r  method o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i -  
m a t i o n s  f o l l o w s  f rom t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h i s  r a t i o  b e  s m a l l :  a <  z o .  
T h e r e f o r e ,  i n  d e e p e n i n g  t h e  c y l i n d e r  z o  by s e v e r a l  o f  i t s  r a d i i  a ,  
w e  c an  d i s r e g a r d  t h e  s u b s e q u e n t  r e f l e c t i o n s  a n d  l i m i t  o u r s e l v e s  70 
t h e  r e s u l t  o f  ( 1 9 ) .  

A l l  t h e  c a l c u l a t i o n s  p r e s e n t e d  above  wIL?e c a r r i e d  o u t  f o r  a 
v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e .  For a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e ,  t h e  
c a l c u l a t i o n s  a r e  c a r r i e d  o u t  by  s i m i l a r  m e t h o d s ;  t h e r e f o r e ,  we w i l l  
p r e s e n t  h e r e  o n l y  t h e  f i n a l  r e s u l t s .  I t  i s  c o n s i d e r e d  t h a t  t h e  
h o r i z o n t a l  d i p o l e  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  - y a x i s  p a r a l l e l  t o  t h e  a x i s  
of  t h e  c y l i n d e r .  

The H e r t z  v e c t o r  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  i n  i t s  r e f l e c t i o n  f r o m  
t h e  p l a n e  b o u n d a r y ,  when t h e  d i p o l e  i s  i n  t h e  u n i f o r m  t w o - l a y e r e d  
medium, h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  for t h e  same a p p r o x i m a t i o n s :  

( 2 2 )  / 1 1 3  

Where t h e  f i r s t  t e r m  o f  IT?; d e s c r i b e d  t h e  f i e l d  o f  t h e  p r i m a r y  s o u r c e ,  
w h i l e  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  o f  TI; a n d  IT: a r e  due  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  a 
p 1 an  e b o u n d a r y  . 

Y 

E x p r e s s i o n s  f o r  t h e  d i r e c t  f i e l d  i n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  we a r e  
s t u d y i n g  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  2 .  I t  c a n  b e  s e e n  f rom t h i s  t a b l e  t h a t  
t h e  p r i n c i p a l  f i e l d  c o m p o n e n t ,  as  b e f o r e ,  i s  p r o d u c e d  b y  a r e f r a c t i o n  
wave o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e :  

I n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h i s  f i e l d  on t h e  c y l i n d e r ,  t h e  l a t t e r  p r o d u c e s  
a r e f r a c t i o n  wave,  and  t h i s  wave p l a y s  t h e  m a j o r  p a r t  a t  t h e  r e c e i v i n g  
p o i n t .  The r a . i i o  b e t w e e n  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  f rom ( 2 3 )  and  t h e  
d i r e c t  f i e l d  o f  t h e  p l a n a r  s o u r c e  t h e n  a c q u i r e s  t h e  form o f  

Hav ing  compared  ( 2 4 )  a n d  (19), we c a n  c o n c l u d e  t h a t  a v e r t i c a l  
m a p n e t i c  d i p o l e  i s  more s e n s i t i v e  t o  a l l  d i s c o n t i n u i t i e s  t h a n  a 
h o r i z o n t a l  o n e .  
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DIFFRACTION O F  A N  E L E C T ROMAGNETIC WAVE O N  A HOLLOW 
SPHERICAL DISCONTINUITY I N  A CONDUCTING HALF-SPACE 

O.G. Kozina, A.I. P e v z n e r  and D.N. Chartorizhskiy 

A B S T R A C T :  T h i s  a r t i c l e  t r e a t s  t h e  p r o b l e m  o f  
t h e  c a s e  when t h e r e  i s  a d i s c o n t i n u i t y  i n  t h e  
f o r m  o f  a s p h e r i c a l  s h e l l  l o c a t e d  i n  t h e  v i c i n -  
i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  s u r f a c e  i n  t h e  c o n d u c t i n g  
h a l f - s p a c e  o f  a t w o - l a y e r e d  medium. I t  i s  shown 
t h a t  t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  d i p o l e  i s  more s e n -  
s i t i v e  t o  d i s c o n t i n u i t i e s  t h a n  t h a t  o f  a h o r i -  
z o n t a l  o n e .  I t  i s  a l s o  shown t h a t ,  u n d e r  c e r -  
t a i n  c o n d i t i o n s ,  t h e  r a t i o  b e t w e e n  t h e  f i e l d  
d i f f r a c t e d  on a c y l i n d e r  a n d  t h e  d i r e c t  o n e  i s  
a l w a y s  g r e a t e r  t h a n  i n  t h e  case o f  a s p h e r e ,  
a n d  t h a t  t h i s  r e s u l t  c a n  b e  a n t i c i p a t e d  b y  con-  
s i d e r i n g  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m  

The p r o b l e m s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  of a n  e l e c t r o m a g n e t i c  wave i n / l l 4  
a t w o - l a y e r e d  medium c o n s i s t i n g  o f  c o n d u c t i n g  a n d  n o n c o n d u c t i n g  
h a l f - s p a c e s  d i v i d e d  b y  a p l a n e  s u r f a c e  w e r e  i n v e s t i g a t e d  i n  [l, 2 1 .  
I n  c 2 1 ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  w a s  a p p l i e d  t o  t h e  
ca se  when t h e r e  i s  a h o l l o w  c y l i n d e r  o f  i n f i n i t e  l e n g t h  i n  t h e  con-  
d u c t i n g  h a l f - s p a c e ,  . i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  b o u n d a r y .  We w i l l  e x -  
amine  a s i m i l a r  p r o b l e m ,  f o r  t h e  case  when t h e r e  i s  a d i s c o n t i n u i t y  
i n  t h e  f o r m  o f  a s p h e r i c a l  s h e l l  l o c a t e d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
b o u n d a r y  s u r f a c e  i n  t h e  c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e .  The s o u r c e  o f  t h e  
f i e l d  i s  a m a g n e t i c  d i p o l e  ( h o r i z o n t a l  or v e r t i c a l ,  l o c a t e d  i n  t h e  
c o n d u c t i n g  medium) .  The p r o b l e m  i s  s o l v e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  i s  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  w a v e l e n g t h  
i n  t h e  c o n d u c t i n g  medium. I t  i s  a l s o  a s sumed  t h a t  t h e  d i s t a n c e  
from t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  t o  t h e  p o i n t  a t  w h i c h  t h e  r e c e i v e r  i s  l o -  
c a t e d ,  a n d  t h e  d i s t a n c e  f r o m  e a c h  o f  t h e s e  p o i n t s  t o  t h e  s p h e r e ,  a r e  
much g r e a t e r  t h a n  t h e  w a v e l e n g t h  i n  t h e  c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e  b u t  
l e s s  t h a n  t h e  w a v e l e n g t h  i n  t h e  n o n c o n d u c t i n g  medium. 

L e t  t h e  l o w e r  c o n d u c t i n g  h a l f - s p a c e  i n  wh ich  t h e  s p h e r e  i s  
l o c a t e d  b e  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  p a r a m e t e r s  € 1  a n d  01-  The u p p e r  
h a l f - s p a c e  a n d  t h e  c a v i t y  o f  t h e  s p h e r e  h a v e  p a r a m e t e r s  o f  ~2 a n d  
p 2  ( 0 2  = 0 ) .  We w i l l  u s e  t h e  C a r t e s i a n  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i n  
s u c h  a way t h a t  t h e  p l a n e  z = 0 c o i n c i d e s  w i t h  t h e  p l a n e  o f  t h e  
d i v i s i o n  b e t w e e n  t h e  two m e d i a ,  w h i l e  t h e  a x i s  Oz p a s s e s  t h r o u g h  
t h e  s o u r c e  o f  t h e  f i e l d  ( s e e  t h e  f i g u r e ) .  The c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
s o u r c e  a r e  O ,O,hs ;  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e  a r e  
x g , O , z o .  We w i l l  b e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t  
l o c a t e d  i n  t h e  c o n d u c t i n g  medium w h i c h  h a s  c o o r d i n a t e s  o f  x , O , z .  

130 



The p r o b l e m  w i l l  b e  s o l v e d  for t h e  case of  s m a l l n e s s  o f  t h e  
s p h e r e  a i n  c o m p a r i s o n  f:o t h e  w a v e l e n g t h  i n  t h e  l o w e r  medium, when 
t h e  d i s t a n c e s  X O ,  x a n d  ( x - x o )  a r e  much g r e a t e r  t h a n  t h e  w a v e l e n g h t s  
i n  t h e  l o w e r  h a l f - s p a c e  11 a n d  much l e s s  t h a n  t h e  w a v e l e n g t h s  i n  
t h e  u p p e r  medium 12. M o r e o v e r ,  w e  w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  d e p t h  o f  /115 
t h e  d i p o l e ,  s p h e r e  a n d  r ' e c e i v i n g  p o i n t s  i s  n o t  s u b s t a n t i a l  when com- 
p a r e d  t o  t h e  h o r i z o n t a l  d i s t a n c e s ,  :.e. 

The f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  
fo rm o f  t h e  sum o f  

w h e r e  H d i r  i s  t h a t  p a r t  o f  t h e  f i e l d  w h i c h  i s  p r o d u c e d  o n l y  b e c a u s e  
o f  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  of t h e  s o u r c e  on  t h e  s u r f a c e  of t h e  
b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  two m e d i a ,  i n  t h e  a b s e n c e  o f  a s p h e r e ;  i n  t h e  
f u t u r e ,  we w i l l  c a l l  s u c h  a f i e l d  a d i r e c t  or u n d i s t u r b e d  f i e l d ;  

Hdis i s  t h e  s u p p l e m e n t a r y  f i e l d  ( d i s t u r b a n c e )  c a u s e d  b y  d i f f r a c t i o n  

on  t h e  s p h e r e  o f  t h e  f i e l d  H d i r .  I t  i s  o u r  t a s k  t o  c a l c u l a t e  t h i s  
v a l u e .  

-+ 
-+ 

point 
2 I 

The f i r s t  component: c a n  b e  f o u n d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  o b t a i n e d  i n  
El]. I n  t h e  case of v e r t i c a l  o r i e n t a t i o n  of t h e  d i p o l e ,  t h e  H e r t z  
v e c t o r  f o r  t h e  d i r e c t  f : e ld  i n  t h e  l o w e r  medium h a s  t h e  f o l l o w i n g  
fo rm : 

w h e r e  M O  i s  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  moment;  
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J O  a n d  Hi1) a r e  t h e  Bessel  a n d  H a n k e l  f u n c t  
r e s p e c t i v e l y  ; 

h: = @;PIm, 

cm a n d  1 ~ 1 ~  a r e  t h e  complex  r e l a t i v e  p e r m i t t  
n e t i c  s u s c e p t i b i l i t y ,  ko = 2 n / A  i s  t h e  wave 

i o n s  o f  t h e  f i r s t  t y p e ,  

i v i t y  a n d  r e l a t i v e  mag- 
number f o r  vacuum. 

/116 

W e  w i l l  s o l v e  t h i s  p r o b l e m  by t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i -  
m a t i o n s ,  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  t h e  f i e l d  i n  t h e  l o w e r  medium can b e  
r e p r e s e n t e d  a s  t h e  r e s u l t  o f  m u l t i p l e  r e f l e c t i o n  o f  waves b e t w e e n  
t h e  d i s c o n t i n u i t y  a n d  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o u n d a r y ,  when t h e r e  i s  a 
d i s c o n t i n u i t y  i n  i t .  

For e x a m p l e ,  we c a n  c o n s t r u c t  t h e  f o l l o w i n g  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  
for t h e  case u n d e r  i n v e s t i g a t i o n .  A wave p r o p a g a t i n g  f r o m  a s o u r c e ,  
a f t e r  b e i n g  r e f l e c t e d  f r o m  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o u n d a r y ,  f a l l s  on a 
s p h e r e ;  s c a t t e r e d  by  t h e  s p h e r e ,  it is  a g a i n  r e f l e c t e d  f rom t h e  
b o u n d a r y  s u r f a c e ,  a n d  a wave w h i c h  r e t u r n s  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
s p h e r e  i s  f o r m e d ;  t h i s  wave d i f f r a c t s  on  t h e  s p h e r e  a s e c o n d  t i m e ,  
e t c .  As a r e s u l t ,  a f i e l d  f o r m e d  b y  t h e  waves  u n d e r g o i n g  s i n g l e ,  
d o u b l e ,  e t c .  r e f l e c t i o n  is a d d e d  t o  t h e  f i e l d  i fd i r  a t  t h e  o b s e r v a -  
t i o n  s i t e .  From t h e  m a t h e m a t i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e s e  waves a r e  
t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  f o r  t h e  f i e l d  
f i d i f .  A s  w i l l  b e  s e e n  f r o m  s u b s e q u e n t  c a l c u l a t i o n s ,  t h i s  s e r i e s  
c o n v e r g e s  v e r y  r a p i d l y ,  w h i c h  c a n  b e  e x p l a i n e d  by  t h e  l a r g e  amount  
of  a t t e n u a t i o n  i n  a medium w h i c h  h a s  a c t i v e  l o s s e s  due  t o  t h e  
e x i s t e n c e  of c o n d u c t i v i t y .  

W e  w i l l  c a l c u l a t e  t h e  r e s u l t s  o f  r e f l e c t i o n s  d e s c r i b e d  a b o v e  
i n  o r d e r ,  a n d  we w i l l  f i r s t  d e f i n e  t h e  f i e l d  which  p r o d u c e s  a wave 
s c a t t e r e d  o n c e  b y  t h e  s p h e r e  a t  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e .  

T$e v a l u e s  f o r  t h e  d i r e c t  f i e l d  a r e  g i v e n  i n  [SI i n  t e r m s  of 
H a n d  E .  I n  v i e w  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  somewhat  
cumbersome,  we w i l l  n o t  w r i t e  them o u t  i n  f u l l .  We w i l l . o n l y  
m e n t i o n  t h a t ,  a s  w a s  shown i n  [ 2 ] ,  f o r  d i s t a n c e s  b e t w e e n  t h e  s p h e r e  
a n d  t h e  s o u r c e  o f  x o  > >  11, which  a r e  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  
h o r i z o n t a l  d i s t a n c e  for t h e  d e p t h s  o f  s u b m e r s i o n  ( 2 0  < <  XO), t h e  
f i e l d  i n  t h e  c o n d u c t i n g  medium i s  d e t e r m i n e d  m a i n l y  by t h e  r e f r a c -  

+ 
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t i o n  wave w h i c h  h a s  t h e  f o l l o w i n g  c o m p o n e n t s :  

I T h e s e  e x p r e s s i o n s  d e f i n e  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave o n  t h e  
l i n e s  y = 0 .  However, ,  s i n c e  t h e  d i m e n s i o n s  of t h e  s p h e r e  a r e  s m a l l  
( l k i a l < < l ) .  w e  c a n  c o n s i d e r  t h a t  t h e  f i e l d  i s  d e t e r m i n e d  b v  t h e  
i ; a m  
The  

e 
C 

e x  
or 

I ,  

press 
r e c t n  

i o  
e s  

n 
S 

S 

0 

f 
f 
or all v a l u e s  o f  y o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  

t h l s  a s s u m p t i o n  was d i s c u s s e d  i n  [ 2 ] .  I n  t h i s  
c a s e ,  a d i s r e g a r d  o f  t h e  d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t h e  f i e l d  a n d  y i n  t h e  
n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  s p h e r e  r e s u l t s  i n  e v e n  l e s s e r  e r ro r s .  M o r e o v e r ,  
when t h e r e  i s  a s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n '  

x,, ~ '.., 6a ( 7  1 

w e  c a n  c J n s i d e r  t h a t  t h e  f i e l d  Fn t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  s p h e r e  
a l s o  d o e s  n o t  c h a n g e  a l o n g  t h e  d i r e c t i o n x ,  a n d  t h a t  t h e  wave 
i n c i d e n t  o n  t h e  s p h e r e :  i s  p l a n e .  T h e  c o m p o n e n t s  of t h i s  wave a r e  
f o u n d  f rom ( 4 ) ,  ( 5 )  a n d  ( E )  b y  r e p l a c i n g  k l x  b y  k l x o .  T h e  f i e l d  
o f  t h e  wave s ca t t e r ed  b y  t h e  s p h e r e  i s  e a s i l y  f o u n d  b y  s u c h  s i m p l i f i -  
c a t  i o n s .  

T h e  p r o b l e m  o f  t t . e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  Nave o n  a s p h e r e  is 
s o l v e d  b y  t h e  s t a n d a r d  m e t h o d s  [ 3 , 4 ] .  We w i l l  d i s c u s s  t h e  s o l u t i o n  
b r i e f l y  i n  o r d e r  t o  c l a r i f y  t h e  n a t u r e  o f  t h e  a s s u m p t i o n s  w e  h a v e  
made. We w i l l  u s e  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  e a n d  9 w i t h  o r i g i n  
a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e ;  t h e y  a r e  l i n k e d  w i t h  t h e  c o o r d i n a t e s  
i n t r o d u c e d  a b o v e  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

x = xo+ r cos y sin 0. 
y = r sin 6 sin 'p, 

= 2, + t- coq e. 
( a )  

I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  d e s c r i b e  t h e  f i e l d  i n  t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  of 
c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  a i d  o f  Debye s c a l a r  p o t e n t i a l s  2 a n d  V_, w h i c h  
a r e  c o n n e c t e d  t o  t h e  H e r t z  v e c t o r  b y  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  

--* + -* 

7 
of 

- 
' h i  
( E  

c o n d i  
i n t o  
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. t i  
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- 
.o 
T 

o l l o w s  i n  a n  o b v i o u s  m a n n e r  from 
or s , e r i e s .  

t h e  e x p a n s i o n  

1 3  3 - 



where  IIp a n d  i'Iz a r e  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r i c  a n d  
m a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r s ,  r e s p e c t i v e l y .  

I n  t h e  case u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ,  a p l a n e  wave f a l l s  o n  t h e  
s p h e r e , p r o p a g a t i n g  i n  a d i r e c t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  a x i s  o z ,  and  t h e  
s o l u t i o n  f o r  t h e  wave s c a t t e r e d  by t h e  s p h e r e  c a n  b e  w r i t t e n  i n  
t h e  f o r m  of t h e  f o l l o w i n g  s e r i e s :  

n-1 

(11) 

Where N1, N 2  a n d  N 3  a re  c o n s t a n t s  d e p e n d i n g  on t h e  a m p l i t u d e  o f  
i n c i d e n t  wave ,  i . e . ,  

k,2 = k:%t)lm, 

E 2 m  a n d  ~2~ a r e  t h e  r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  a n d  r e l a t i v e  m a g n e t i c  
s u s c e p t i b i l i t y  o f  t h e  ' s p h e r e ;  

The s m a l l  d i m e n t i o n s  o f  t h e  s p h e r e  a l lo 'w u s  t o  c o n s i d e r  o n l y  
t h e  f i r s t  t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  i n  (10) a n d  (ll), i . e . ,  t h e  s o l u t i o n  
t o  t h e  p r o b l e m  i n  a d i p o l e  a p p r o x i m a t i o n  ( s e e  [ S I ,  f o r  e x a m p l e ) .  
Having  r e t a i n e d  t h e  f i r s t  t e r m s  i n  t h e  s e r i e s  i n  (10) and (111, 
h a v i n g  w r i t t e n  o u t  t h e  c o e f f i c i e n t s  N 1 ,  N 2  and  N 3  i n  e x p l i c i t  f o r m ,  
h a v i n g  r e p l a c e d  t h e  f u n c t i o n s  J l n ( z )  a n d  c n ( z )  by  t h e i r  r e p r e s e n t a -  
t i o n s  i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s ,  a n d  h a v i n g  u s e d  t h e  c o n d i t i o n  
I k 2 a l < < l k l a l ,  we c a n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  for t h e  f i e l d  

r e f l e c t e d  by t h e  s p h e r e  a f t e r  a number o f  t r a n s f o r m a t i o n s :  
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I t  i s  e a s y  t o  see  t h a t  t h e  f i e l d  d e s c r i b e d  by  ( l o a )  a n d  ( l l a )  
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  t h e  sum o f  t h e  f i e l d s  p r o d u c e d  by  o n e  e l e c -  
t r i c  a n d  two m a g n e t i c  d i p o l e s  l o c a t e d  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e .  
A c t u a l l y ,  w e  w i l l  u s e  a C a r t e s i a n  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  w i t h  o r i g i n  
a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e  w h i c h  i s  c o n n e c t e d  t o  t h e  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e  by  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s :  

X' = I  sin 6 cos 'p, 

Y' = rsin 6 sin 'Q, 

z' = r COS 0. (12) 

C o n v e r t i n g  f r o m  t h e  Debye p o t e n t i a l  U p e f  t o  t h e  H e r t z  v e c t o r  w i t h  /119 
t h e  a i d  o f  ( 9 1 ,  w e  f i n d  t h a t  

L e t  u s  n o t e  t h e  o b v i o u s  e q u a l i t y  o f  

Hav ing  s u b s t i t u t e d  (14) i n t o  (13) a n d  h a v i n g  r e j e c t e d  t h a t  p a r t  o f  

t h e  e x p r e s s i o n  wh ich  c o n t a i n s  t h e  f a c t o r  g r a d  ( y l % ) ,  w e  f i n d  
t h e  f o l l o w i n g :  

i k l r  

E x p r e s s i o n  ( 1 5 )  i s  a r e c o r d  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  
w h i c h  i s  l o c a t e d  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e  a n d  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  
a x i s  y ' .  Having  p e r f o r m e d  s i m i l a r  o p e r a t i o n s ,  w e  c a n  z o n v e r t  f r o m  
t h e  p o t e n t i a l  V r e f  t o  t h e  n a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r ,  a n d  w e  c a n  r e p r e -  
s e n t  t h e  f i e l d  d e s c r i b e d  b y  t h e  l a t t e r  a s  a f i e l d  o f  two m a g n e t i c  
d i p o l e s ,  o n e  o f  w h i c h  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s ,  z ' ,  w h i l e  t h e  
o t h e r  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  x'. However ,  i t  i s  e a s y  t o  s ee  t h a t  

* I n  w r i t i n g  o u t  
s e r i e s  i n  (ll), s i n c e ,  i n  t r a n s f e r r i n g  t o  t h e  H e r t z  v e c t o r  w i t h  t h e  
a i d  o f  (9), i t  g i v e s  t h e  c o m p l e t e  g r a d i e n t  o f  t h e  f u n c t i o n  a n d  c a n  
b e  d i s r e g a r d e d  b e c a u s e  of t h e  g r a d i e n t  i n v a r i a n c e  o f  t h e  H e r t z  
v e c t o r .  

( l l a ) ,  w e  d i s c a r d e d  t h e  z e r o  t e r m  i n  t h e  s e c o n d  
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t h e  f i e l d s  I? a n d  p r o d u c e d  by t h e  m a g n e t i c  d i p o l e s  a r e  much 
s m a l l e r  t h a n  t h e  f i e l d s  p r o d u c e d  by  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e ,  s i n c e  
t h e  d i p o l e  moment o f  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e s  c o n t a i n  t h e  f a c t o r  ( k l a ) 5 ,  
w h i l e  t h e  d i p o l e  moment o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  
( k l a ) 3 .  T h e r e f o r e ,  w e  w i l l  d i s r e g a r d  t h e  f i e l d s  p r o d u c e d  by t h e  
m a g n e t i c  d i p o l e s ,  a n d  w e  w i l l  d i s r e g a r d  t h e  f i e l d s  p r o d u c e d  by t h e  
m a g n e t i c  d i p o l e s ,  a n d  w e  w i l l  c o n s i d e r  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  by  t h e  
s p h e r e  a s  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  s p h e r e  a n d  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  y ' .  

A s  w a s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  a d d i t i o n  
Ftdif a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t ,  w e  mus t  c o n s i d e r  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  
t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  by t h e  s p h e r e  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  d i v i s i o n  
b e t w e e n  t h e  c o n d u c t i n g  a n d  n o n c o n d u c t i n g  m e d i a .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  
p r o b l e m  i s  r e d u c e d  t o  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  
e l e c t r i c  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  t w o - l a y e r e d  medium. T h i s  p r o b l e m  i s  
s o l v e d  by  c l a s s i c a l  m e t h o d s ,  and  w e  w i l l  n o t  d i s c u s s  i t s  s o l u t i o n  
h e r e .  We w i l l  o n l y  m e n t i o n  t h a t ,  f o r  d i s t a n c e s  o f  x < <  A 2 ,  t h e  
f o r m u l a s  for t h e  f i e l d s  h a v e  t h e  same s t r u c t u r e  a s  t h e  f o r m u l a s  
p r e s e n t e d  i n  111. 

I n  t h e  c a s e  u n d e r  e x a m i n a r i o n ,  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t  i s  removed 
f r o m  t h e  s p h e r e  by  a d i s t a n c e  o f  Ix - X ~ I  > >  A I ;  t h e r e f o r e ,  f o r  
s h a l l o w  (compared  t o  t h e  h o r i z o n t a l  d i s t a n c e )  d e p t h s  o f  s u b m e r s i o n ,  
t h e  f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t  w i l l  b e  p r o d u c e d  b e c a u s e  o f  t h e  
r e f r a c t i o n  wave g o i n g  f r o m  t h e  s p h e r e ,  i n  a way s i m i l a r  t o  t h a t  f o r  
t h e  c y l i n d e r  i n  [ 2 ] .  C o m p u t a t i o n s  g i v e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  f o r  
t h e  v e r t i c a l  component  o f  t h e  wave u n d e r g o i n g  s i n g l e  r e f l e c t i o n  f r o m  
t h i s  s p h e r e :  

A c o m p a r i s o n  b e t w e e n  ( 1 6 )  a n d  t h e  f i e l d  o f  t h e  d i r e c t  wave ,  
t h e  m a i n  p a r t  o f  w h i c h  i s  g i v e n  b y  ( 5 ) ,  shows t h a t ,  e v e n  f o r  s i n g l e  
r e f l e c t i o n ,  t h e  wave a r r i v e s  a t  t h e  r e c e i v i n f  p o i n t  i n  a g r e a t l y  
weakened  s t a t e ;  a s u p p l e m e n t a r y  f a c t o r  ( k l a )  a r i s e s  i n  t h e  e x p r e s -  
s i o n  f o r  t h e  f i e l d  i n  t h i s  case.  Moreove r ,  as c a n  b e  s e e n  f r o m  
( 1 6 ) ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  r e f l e c t e d  wave d e c r e a s e s  e x p o n e n t i a l l y  
w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  d e p t h  o f  s u b m e r s i o n  of  t h e  s p h e r e .  A s  w a s  
n o t e d  b e f o r e ,  t h e  a d d i t i o n  of Adi f  t o  t h e  f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  
p o i n t ,  wh ich  a r i s e s  b e c a u s e  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  wave o n  t h e  
s p h e r e ,  c a n  b e  f o u n d  as  t h e  sum o f  t h e  f i e l d s  o f  waves  u n d e r g o i n g  
s i n g l e ,  d o u b l e ,  e t c .  r e k - l e c t i o n s  b e t w e e n  t h e ' s p h e r e  a n d  t h e  b o u n d a r y  
s u r f a c e .  However ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  o n l y  t h e  s i n g l y  r e f l e c t e d  
wave s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d .  A c t u a l l y ,  f o r  a s u b m e r s i o n  o f  t h e  
s p h e r e  a t  a d e p t h  o n  t h e  o r d e r  o f  s e v e r a l  o f  i t s  r a d i i  ( t h e  l a t t e r  
c o n d i t i o n  i s  n e c e s s a r y  i n  o r d e r  t o  c o n s i d e r  t h e  s p h e r e  a s  a p o i n t  
s o u r c e ) ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  wave u n d e r g o i n g  r e f l e c t i o n  t w i c e  c o n -  
t a i n s  t h e  f a c t o r  
t i m e s  c o n t a i n s  t h e  f a c t o r  ( k l a ) 9 e i k 1 6 z 0 ,  e t c . ,  i . e . ,  t h e  f i e l d s  o f  

( k l a ) 6 e i k 1 4 z O ;  t h a t  u n d e r g o i n g  r e f l e c t i o n  t h r e e  
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i t s  p r i n c i p a l  p a r t  d e t e r m i n e d  b y  ( 5 ) .  Then  

The r a t i o  i n  ( 1 7 )  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  maximum 
d i s t a n c e  f r o m  t h e  e m i t t e r  a n d  r e c e i v e r  t o  t h e  s p h e r e  f o r  w h i c h  t h e  
f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i . n t  d i f f e r s  s u b s t a n t i a l l y  f r o m  t h e  I'un- 
d i s t u r b e d "  o n e .  

The  c a l c u l a t i o n s  p r e s e n t e d  w e r e  c a r r i e d  o u t  f o r  t h e  case when 
t h e  d i p o l e  o f  t h e  s o u r c e  fLas v e r t i c a l  p o l a r i z a t i o n .  For a h o r i z o n -  
t a l  d i p o l e ,  t h e  p r o b l e m  is s o l v e d  i n  a s i m i l a r  way, a n d  w e  w i l l  
p r e s e n t  o n l y  t h e  f i n a l  r e s u l t .  

The d i r e c t  f i e l d  a t  t h e  r e c e i v i n g  p o i n t  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  H e r t z  v e c t o r  d e s c r i b i n g  t h e  f i e l d  i n  t h e  l o w e r  medium. T h e  
e x p r e s s i o n  f o r  i t  i s  p r e s e n t e d  i n  [l], a n d  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  



-+ 
The a d d i t i o n  t o  t h e  d i r e c t  f i e l d  o f  H i s  d e t e r m i n e d  m a i n l y  d i f  

by t h e  wave r e f l e c t e d  o n c e  f r o m  t h e  s p h e r e .  The h o r i z o n t a l  com- 
p o n e n t  o f  t h i s  wave i s  

The r a t i o  H y d i f / H y d i r  f o r  t h e  case  o f  x = 2x0 a n d  s u f f i c i e n t l y  

g r e a t  d i s t a n c e s  h a s  o r d e r  o f  

A c o m p a r i s o n  of ( 2 2 )  a n d  (17) a l l o w s  u s  t o  c o n c l u d e  t h a t  t h e  f i e l d  
o f  t h e  v e r t i c a l  d i p o l e  i s  more  s e n s i t i v e  t o  d i s c o n t i n u i t i e s  t h a n  
t h a t  o f  t h e  h o r i z o n t a l  o n e .  The l a t t e r  w a s  a l r e a d y  n o t e d  i n  [ 2 ]  for 
t h e  c a s e  when t h e  d i s c o n t i n u i t y  r e p r e s e n t e d  a n  unbounded  h o l l o w  
c y l i n d e r .  M o r e o v e r ,  c o m p a r i n g  ( 2 2 )  a n d  ( 1 7 )  t o  t h e  a n a l o g o u s  e x -  
p r e s s i o n s  o f  ( 2 5 )  a n d  ( 1 9 )  i n  [ 2 ] ,  we c a n  c o n c l u d e  t h a t  t h e  r a t i o  
b e t w e e n  t h e  f i e l d  d i f f r a c t e d  on  t h e  c y l i n d e r  and  t h e  d i r e c t  o n e ,  f o r  
s u f f i c i e n t l y  s m a l l  a f x  i s  a l w a y s  g r e a t e r  t h a n  i n  t h e  c a s e  o f  a 

s p h e r e .  I n  a d d i t i o n ,  t h i s  r e s u l t  w a s  a n t i c i p a t e d  by c o n s i d e r i n g  
t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m .  

0 '  
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SOME F O R M U L A S  FOR SHORT-WAVE A S Y M P T O T I C S  IN T H E  T H R E E -  
DIMENSIONAL P R O B L E M  O F  D I F F R A C T ION ON S M O O T H  CONVEX BODIES 

D. Sh. M o g i l e v s k i y  

ABSTRACT: T h i s  p a p e r  t r e a t s  some f o r m u l a s  u s e d  
f o r  s h o r t - w a v e  a s y m p t o t i c s  i n  t h e  t h r e e -  
d i m e n s i o n a l  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  on  smoo th  
c o n v e x  b o d i e s .  The s t u d i e s  o f  V . A .  Fok and  
V.S .  B u s l a y e v  i n  t h i s  r e g a r d  a r e  d i s c u s s e d ,  a n d  
combined  f o r m u l a s  f o r  t h e s e  p r o b l e m s  a n d  t h e  
p r o b l e m s  o f  l i g h t  a n d  shadow a r e  g i v e n .  

INTRODUCTION 

L e t  S b e  t h e  s u r f a c e  o f  a smoo th  c o n v e x  b o d y .  The s t a t i o n a r y  /122 
p r o b l e m  of d i f f r a c t i o n  on t h e  body S o f  waves  f r o m  a p o i n t  s o u r c e  
l o c a t e d  a t  p o i n t  x '  i s  t ' h e n  f o r m u l a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

We a r e  l o o k i n g  f o r  t h e  a s y m p t o t i c s  o f  t h e  f u n c t i o n  U f o r  k + a. I t  
h a s  b e e n  shown i n  s t u d i e s  t r e a t i n g  t h i s  p r o b l e m  t h a t  t h e  a s y m p t o t i c s  
d i f f e r s  g r e a t l y  i n  r e g i c n s  o f  l i g h t  a n d  shadow.  The a s y m p t o t i c s  
f o r  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  n e a r  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  body  i s  f o u n d  by  t h e  
method o f  t h e  p a r a b o l i c  e q u a t i o n  d e v e l o p e d  m a i n l y  i n  t h e  w o r k s  o f  
V . A .  Fok ( s e e  [l], for example ) ' .  E x c e l l e n t  f o r m u l a s  w e r e  o b t a i n e d  
i n  [ 2 ]  for t h e  r e g i o n s  o f  l i g h t  and  shadow.  However ,  t h e s e  f o r m u l a s  
l o s e  t h e i r  s i g n i f i c a n c e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  g e o m e t r i c  b o u n d a r y  
b e t w e e n  t h e  l i g h t  a n d  t h e  shadow,  as  w e l l  as i n  shadow i n  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  a r o u n d  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  body .  

I n  1 9 6 2 ,  V . S .  B u s l a y e v  [SI, u s i n g  t h e  method o f  t h e  p a r a b o l i c  
e q u a t i o n ,  o b t a i n e d  f o r m u l a s  for t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m  which  
were  v a l i d  i n  a l l  r e g i o n s  and  c o n v e r t e d  i n t o  K e l l e r  f o r m u l a s  where  
t h e  l a t t e r  had  s i g n i f i c a n c e .  I n  1 9 6 4 ,  a d e t a i l e d  r e v i e w  o f  t h e  
work o f  V . S .  B u s l a y e v  [ 4 ]  w a s  p u b l i s h e d .  I n  t h i s  s t u d y ,  we w i l l  
g e n e r a l i z e  some r e s u l t s  o f  B u s l a y e v  f o r  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  c a se .  
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I .  D E R I V I N G  THE ASYMPTOTICS I N  SHADOW AT THE BOUNDARY LAYER 

1. G e o m e t r y  o f  E n v e l o p i n g  Waves 

The p h a s e  o f  t h e  e n v e l o p i n g  wave i s  u s e d  f o r  t h e  r e g i o n  o f  t h e  
s h a d e  ( F i g .  11, % . e . ,  

The p h a s e  Q, s a t i s f y s  a n  e i k o n a l  e q u a t i o n  

(VQr)* = 1. 

F o r  t h e  c a s e  when t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t  i s  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
body  ( f o r  t = O ) ,  we w i l l  u s e  t h e  d e s i g n a t i o n  Q, ( t  = 0 )  E u .  The 
e n v e l o p i n g  r a y s  on t h e  s u r f a c e  f o r m  a s e t  o f  g e o d e s i c  l i n e s .  We 
c a n  u s e  a n  o r t h o g a n a l  s e m i - g e o d e s i c  s y s t e m  ( u ,  v )  w i t h  Lam6 C O -  

e f f i c i e n t s  o f  h U  = 1 a n d  hv  = h v  ( u ,  v). 

I n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  
s u r f a c e ,  on  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  we 
w i l l  e x p a n d  0 b y  p o w e r s  _n: 

1 - 
@ ( u ,  9; n)=u+6,n2 + 

w h e r e  n i s  t h e  l e n g t h  a l o n g  t h e  
no rma l - to  t h e  s u r f a c e  a t  t h e  p o i n t  
( u ,  v ) ;  

6,=6,(u, 9). 

C a l c u l a t i o n s  show t h a t  

9 2  2 -&=-  
4 P '  

(1.1) 

F i g u r e  1. 
36$, + s; = 0. (1.2) 

Here  g i s  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  l i n e  u a t  t h e  p o i n t  ( u ,  v); - 
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3 - 
L e t  u s  i n t r o d u c e  T = - 6 1 . 1 3 ~ .  T h e n ,  

* I @ - 1 - 9 1 n - o = 2 E a + 7 Q  hl, h , = -  ' ah0 
dU 

2 .  C a l c u l a t i o n  a n d  M a t c h i n g  o f  E x p o n e n t s  

W e  w i l l  l o o k  for t h e  e n v e l o p i n g  waves i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

We w i l l  w r i t e  o u t  ( A  f k.') i n  t h e  f o l l o w i n g  way,  c o n s i d e r i n g  
t h a t  ( V G )  = 1: 

C o n s e q u e n t l y ,  t h e  e q u a t i o n  for - V h a s  t h e  f o l l o w i n g  a p p e a r a n c e :  

L e t  u s  e x a m i n e  ( 1 . 3 )  a t  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  For t h i s ,  w e  must  
s u b s t i t u t e  i n t o  ( 2 . 3 )  t h e  e x p a n s i o n s  o f  @ a n d  T by p o w e r s  o f  n ,  
i n s t e a d  o f  t h o s e  v a l u e s  t h e m s e l v e s .  A t  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  hTgh 
v a l u e s  o f  - k will b e  c o m p e n s a t e d  by low v a l u e s  of - n .  F a c t o r s  o f  

t [ ie  t y p e  k p  n 7  w i l l  b e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  

e q u a t i o n .  Argumen t s  s i m i l a r  t o  t h o s e  i n  C31 show t h a t  n - -E5 .  The 

t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  t h e n  o n  t h e  o r d e r  o f  k 3 ,  w h i l e  

T' - 
3n " k 3 .  The  h i g h e s t  o r d e r s  i n  t h e  e q u a t i o n  a r e  k 3  a n d  k .  

4 

2 - 

- 2  - 

4 - 1 - 
We w i l l  w r i t e  o u t  o n l y  t h e  t e r m s  for t h e  two  h i g h e s t  o r d e r s :  
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9 
The t e r m s  c o n t a i n i n g  n 2  a r e  k e p t  b e c a u s e  o f  ( 1 . 2 ) .  The t e r m s  o f  t h e  

p r i n c i p l e  o r d e r  ( k 3 )  a r e  u n d e r l i n e d .  The r e m a i n i n g  t e r m s  a r e  o f  
o r d e r  k .  

3 .  D e r i v i n g  the  P a r a b o l i c  E q u a t i o n  a n d  C a l c u l a t i n g  
t h e  Smooth  F a c t o r s  

- 4 

- 

L e t  u s  i n t r o d u c e  new v a r i a b l e s  

The v a r i a b l e s  1 . 1 ' ~  u '  a n d  n '  r e l a t e  t o  t h e  s o u r c e ,  w h i l e  t h e  v a r i -  /1 
a b l e s  1.1, u a n d  n r e l a t e  t o  t h e  r e c e i v e r .  I n  d e t e r m i n i n g  X ,  i n t e -  
g r a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  a l o n g  t h e  g e o d e s i c  l i n e  v = c o n s t .  For 
s u b s e q u e n t  s y m m e t r i z a t i o n ,  we w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  s o u r c e  is also 

on t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  n ' -  k 3 .  

- 

2 -- 

We w i l l   loo^ for t h e  s o l u t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  

We mus t  a g a i n  c o n s i d e r  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t i o n s  f o r  t h e  new 
v a r i a b l e s  ( o n l y  i n  t h e  two h i g h e s t  o r d e r s )  and  s u b s t i t u t e  them i n t o  
( 1 . 4 ) .  We t h e n  f i n d  t h a t  

The s e c o n d  b r a c k e t s  i n  ( 1 . 6 )  i s  e q u a l  t o  z e r o  b e c a u s e  o f  ( 1 . 2 ) .  
Hav ing  made t h e  f i r s t  b r a c k e t s  e q u a l  t o  z e r o ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w -  
i n g  for t h e  e q u a t i o n  for Y :  

1 4 2  



E q u a t i o n  ( 1 . 7 )  i s  o f t e - n  f-ound i n  s t u d i e s  on  d i f f r a c t i o n .  I t  i s  
u s u a l l y  c a l l e d  " p a r a b o l i c " ,  a l t h o u g h  i t  i s  a c t u a l l y  a S c h r 6 d i n g e r  

e q u a t i o n .  The t e r m s  o f  t h e  p r i n c i p l e  o r d e r  ( k 3 )  a r e  k e p t  i n  t h e  
e q u a t i o n  f o r  b e c a u s e  of Y ,  w h i l e  t h e  t e r m s  of  t h e  n e x t  o r d e r  (k) 
a r e  k e p t  b e c a u s e  o f  4 .  We can  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  f o r  4 by  mak ing  
t h e  t h i r d  b r a c k e t s  i n  (1.6) e q u a l  t o  z e r o :  

4 - 

We h a v e  o b t a i n e d  a n  o r ' 3 i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  H a v i n g  i n t e -  
g r a t e d  i t ,  a n d  h a v i n g  c o n s i d e r e d  (1.1) a n d  (1.21, w e  f i n d  t h a t  

(1.9) 

4 .  F i n a l  Formula f o r  t h e  Boundary L a y e r  

We s t i l l  m u s t  i n t e g r a t e  (1.7), w i t h  a c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t h a t  Y I  = 0 and  a c o n d i t i o n  f o r  P -+ e q u i v a -  

l e n t  t o  t h e  c o n d i t i o n  f o r  e m i s s i o n .  M o r e o v e r ,  we mus t  c o n s i d e r  t h e  
r e c i p r o c i t y  t h e o r e m :  T h e r e  s h o u l d  b e  symmet ry  r e l a t i v e  t o  t h e  
r e a r r a n g e m e n t s  o f  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r .  L e t  u s  w r i t e  o u t  t h e  
s o l u t i o n  for Y ,  f o l l o w i n g  [ 4 1 .  The f i n a l  f o r m u l a  h a s  t h e  f o l l o w i n g  
a p p e a r a n c e :  

P = g  

(1.10) 

/126 
w h e r e  

(1.11) 

G (G P) =wet,(C - p ) q  (:I - W2(C)Wl  (C - p) = 
- -- 2i I21 (C - Fr) w, (C) - 21 (C) w1 (C - p)]. - 

The d e f i n i t i o n s  a n d  p r o p e r t i e s  o f  t h e  A i r y  f u n c t i o n s  wl, w2 a n d  v 
c a n  also b e  f o u n d  i n  [ 4 1 .  

- 
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11. M O V I N G  F R O M  THE B O U N D A R Y  LAYER IN DEEP SHADOW 

1. Geomet ry  o f  t h e  E n v e l o p i n g  Rays 

L e t  u s  u s e  a r a d i a l  shadow c o o r d i n a t e  s y s t e m .  , T h e  p o i n t  i s  
d e t e r m i n e d  by t h e  c o o r d i n a t e s  ( u ,  v ;  0 ) ;  ( u ,  v )  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  
o f  t h e  p o i n t  o f  s e p a r a t i o n  of  t h e  r a y ;  0 = u + t .  The beam s y s t e m  
i s  o r t h o g o n a l .  0 = c o n s t  i s  t h e  wave s u r f a c e ,  t h e  p r i n c i p a l  r a d i i  
o f  c u r v a t u r e  o f  wh ich  a r e  

The L a m 4  c o e f f i c i e n t s  a r e  

F i g u r e  2 

Here  h3  i s  t h e  t h i r d  Lam6 c o e f f i c i e n t  
o f  t h e  r a d i a l  s y s t e m  i n  s p a c e ,  w h i l e  hv  
r e l a t e s  t o  t h e  r a d i a l  s y s t e m  on t h e  
s u r f a c e ;  low i s  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  
o f  t h e  l i n e  - u a t  t h e  p o i n t  o f  s e p a r a t i o n  
o f  t h e  r a y ;  

1 1 dh ---,D - h, du 

A l l  o f  t h e s e  f o r m u l a s  a r e  o b t a i n e d  b y  
t h e  m e t h o d s  o f  d i f f e r e n t i a l  g e o m e t r y .  

We w i l l  e x p r e s s  t h e  v a r i a b l e  b o u n d a r y  l a y e r s  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  
o f  t h e  s u r f a c e  i n  t e r m s  of t h e  r a d i a l  v a r i a b l e s  ( F i g .  2 )  t h u s :  

Here  u i s  t h e  b a s i s  o f  t h e  n o r m a l ,  w h i l e  - s , i s  t h e  c o o r d i n a t e  o f  t h e  
po in t -o f  s e p a r a t i o n .  
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2. B u s l a y e v  F o r m u l a  

v a r i a b l e s  ( t )  - i n  t h e  b o u n d a r y - l a y e r  f o r m u l a s ,  a c c o r d i n g  t o  (2.1): 
L e t  u s  r e p l a c e  t h e  v a r i a b l e  b o u n d a r y  l a y e r s  ( n )  b y  t h e  r a d i a l  

/ 1 2 7  

(2.2) 

A f t e r  s u b s t i t u t i o n s ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  B u s l a y e v  f o r m u l a :  

Here  h 3  i s  t h e  L a m 6  c o e f f i c i e n t  i n  t h e  r a d i a l  s y s t e m ,  w h i l e  t h e  
s u ~ e r s c r i p t  ( S )  f o r  Y s i g n i f y s  t h e  e n v e l o p i n g  wave .  

F o r m u l a  ( 2 . 3 )  a l s o  h a s  s i g n i f i c a n c e  b e y o n d  t h e  l i m i t s  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r .  I t  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n  o n l y  i n  t h e  p r i n c i p a l  
o r d e r  [ a n d  n o t  i n  t w o  o r d e r s ,  a s  i n  (l.lO)]. Beyond t h e  l i m i t s  o f  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  ( 2 . 3 )  c o n v e r t s  i n t o  t h e  K e l l e r  f o r m u l a .  I n  
o r d e r  t o  show t h i s ,  w e  m u s t  t a k e  t h e  i n t e g r a l  f o r  Y by  d e d u c t i o n s ,  
and  s u b s t i t u t e  t h e  a s y m p t o t i c s  o f  t h e . A i r y  f u n c t i o n s ,  a s  w a s  d o n e  i n  
C4I. The B u s l a y e v  f o r m u l a  l o s e s  s i g n i f i c a n c e  n e a r  t h e  c a u s t i c  ( h 3  -+ 0 
f o r  a f o r m a l  s i g n ) .  I n  , t h e s e  r e g i o n s ,  i t  c a n  b e  s p e c i f i e d  by  o n e  o f  
t h e  f amous  e x a m p l e s  ( s e e  [SI, f o r  e x a m p l e ) .  I f  w e  a s s u m e  t h a t  h 3  = 
c o n s t ,  w e  o b t a i n  t h e  B u s . l a y e v  f o r m u l a  f o r  t h e  p l a n e  ca se .  

111. FORMULAS F O R  THE ASYMPTOTICS I N  L IGHT,  
LIGHT-SHADOW B O U N D A R Y  A N D  S E W I N G  O P E R A T I O N  

1. G e o m e t r y  o f  t h e  R e f l e c t e d  Rays 

W i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  k e o m e t r i c a l  o p t i c s ,  t h e  f o l l o w i n g  
f o r m u l a  is v a l i d  f o r  t h e  a m p l i t u d e  of  a wave from a p o i n t  s o u r c e  
( s p h e r i c a l )  r e f l e c t e d  f r o m  a s m o o t h  c o n v e x  b o d y :  

( 3 . 1 )  



T h i  
t ’  
t h e  
f l  

- 
s f o r m u l a  
i s  t h e  l e n  

r e f l e c t e d  
and  f 7  a r e  

w a s  d e r i v e d .  i n  [ S I .  We w i l l  w r i t e  o u t  t h e  symbols: /12 
g t h  of  t h e  i n c i d e n t  r a y  ( F i g .  3 ) ;  t i s  t h e  l e n g t h  o f  

r a y  ( F i g .  3 ) ;  y i s  t h e  a n g l e  o f  r e f l e c t i o n  ( F i g .  3 ) ;  
t h e  p r i n c i p a l  r a d i i  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  r e f l e c t o r  a t  

t h e  p o i n f  o f  r e f l e c t i o n ;  a i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  p l a n e  o f  r e f l e c -  
t i o n  a n d  t h e  p r i n c i p a l  s e c t i o n  o f  c u r v a t u r e  w i t h  t h e  r a d i u s  f l ;  H i s  
t h e  a v e r a g e  c u r v a t u r e ,  

- 

r i s  t h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  n o r m a l  s e c t i o n  i n  t h e  r e f l e c t i o n  p l a n e ,  

cos*a stnao r-- +-* 
f l  f 2  ’ 

- K i s  t h e  t o t a l  ( G a u s s i a n )  c u r v a t u r e ,  

1 K = - .  
f 1 f z  

The p r i n c i p a l  r a d i i  o f  c u r v a t u r e  of  t h e  r e f l e c t e d  f r o n t  a t  t h e  r e f l e c -  
t i o n  p o i n t  a r e :  

( 3 . 2 )  

F i g u r e  3 

2 .  Buslayev Formula f o r  t he  Ref l ec t ed  Wave 
a n d  t he  Sewing Opera t ion  

We w i l l  u s e  t h e  symbol  

6 s -  2 ( 3 . 3 )  
a 4- a,  - 

We w i l l  c a l l  t h e  s m a l l e r  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  r e f l e c t e d  f r o n t  

1 I 2 - _ -  P: - t’ + E T .  (3.4) 



L e t  

The 
t h e  
1 i g  

we 
e x t  
e q u  
t h e  

i s  

W e  
a i d  
w i t  

w h e  

u s  u 

v a l u  
v a r  i 

h t .  

i n  

i n  

d i d  n 
e n d e d  
a l s  t 

r e  f i  

a c o n  

w i l l  
o f  ( 

h ( 3 .  

Th  u 

r e  

.se t h e  f o l l o w i n g  " r e f l e c t e d - r a y "  v a r i a b l e s :  I 
1 - 
3 ,  T. r=(- M 

b .) t', S = MCOSY, M 

I 

a b i e s  X ,  Y a n d  Y' a r e  e x t e n d e d  c o n t i n u o u s l y  f r o m  shadow t o  I 

\ " . " ,  X =  T f  T', Y =  T ( T + 2 S ) ,  Y'= T ' ( T ' + 2 S ) .  

.e b i s  a c o n t i n u o u s  e x t e n s i o n  o f  t h e  shadow r a d i u s  p .  A l l  

The La;;;e' c o e f f i c i e n t  h 3  i s  d e t e r m i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

s h a d o w y  

l i g h t ,  

( 3 . 6 )  

/129 
P;' 

o t  d e f i n e  h, u n a m b i g u o u s l y  b e f o r e .  I n  o r d e r  t h a t  h3  b e  

' a t  t h e  b o u n d a r y  b e t w e e n  l i g h t  a n d  shadow.  The p h a s e  o f  
e c t e d  wave ,  i . e . ,  

c o n t i n u o u s l y  f r o m  shadow t o  l i g h t ,  w e  mus t  a s sume  t h a t  h v  

cPp=t '+ t  

t i n u o u s  e x t e n s i o n  i n  l i g h t  o f  t h e  e n v e l o p i n g  p h a s e  

@s=t' + s + f. 
c o n t i n u e  t h e  e n v e l o p i n g  wave i n t o  t h e  l i g h t  r a n g e  w i t h  t h e  
2 . 3 ) ,  i n  w h i c h  t h e  v a r i a b l e s  were  d e t e r m i n e d  b y  ( 3 . 5 ) ,  and  
6 ) .  

s ,  t h e  e n v e l o ~ i n g  wave 

'S 
I - -  
(s') hi- 

3 
'3-+ $) 

1 
2 - i I  
- 

e ( 3 . 7 )  

- G(I, 
~. 

2Ir2 J -.. 
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k l  
Compared t o  ( 2 . 3 ) ,  t h e r e  a r e  o t h e r  c o n s t a n t s  h e r e ,  i n c l u d i n g  (y)6.  
T h i s  w a s  done  for t h e  s a k e  o f  c o n v e n i e n c e  i n  t h e  s e w i n g  o p e r a t i o n .  

w i l l  e x t e n d  U i n t o  t h e  l i g h t  r e g i o n  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

where  

( 3 . 9 )  

We w i l l  now w r i t e  o u t  Y i n  t h e  f o r m  o f  t h e  sum o f  two t e r m s ,  
u s i n g  (1.11): 

The f i r s t  i 
f o r m u l a  d e r i v e d  

where  

C o r r e  s p o n d i  
fo rm o f  t h e  sum 

c o r r e  ( a )  Where U 
i t  i s  e a s y  t o  f i  

A t  t h e  l i g h t - s h a  

1 1 
Q = - E X 3  + +y ( y' + y )  + (Y' - Y)2 4x - 
n g l y ,  b e  d i v i d i n g  Y (') we c a n  r e p  
o f  two t e r m s ,  i . e .  , 

L/ = u(") + p), 

!spends t o  t h e  d i r e c t  wave .  U s i n g  
.nd  t h a t  

1 1 
l (k"R+Q-Fy)  -7 '  -T u(+) e Ce h3 CDR . 

idow b o u n d a r y  and  on t h e  s u r f a c e  o 

( 3 . 1 0 )  

c c o r d i n g  t o  t h e  

( 3 . 1 1 )  

( 3 . 1 2 )  

r e s e n t  U i n  t h e  - 

( 3 . 1 1 )  and  ( 3 . 1 2 1 ,  

f t h e  r e f l e c t o r ,  
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i . e  

4 0  

l i g  

w h e  

s h a  

The 

( 3 .  
a s y  

I f  
we 

t h e  

., U") t h e r e  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  d i r e c t  wave .  i f  we s D e c i f v  t h a t  

i s  t h e  p h a s e  o f  t h e  d i r e c t  wave ( l e n g t h  o f  t h e  d i r e c t  beam i n  

h t ) .  The s e c o n d  t e r m  U c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r e f l e c t e d  w a v e ,  i . e . ,  

1 1 1  

(X, y, V?, (3.13) 7 b -  T&- T e - i ~ R q ( ~ )  

re 

(3.14) 

3 .  C o n v e r t i n g  t h e  B u s l a y e v  F o r m u l a  i n t o  a 
F o r m u l a  o f  G e o m e t r i c a l  O p t i c s  

We c a n  c a l c u l a t e  Y a s y m p t o t i c a l l y  f o r  r e g i o n s  f a r  f r o m  t h e  
dow: 

( 3 . 1 5 )  
- ~ F R  e Y'") (x, Y ,  Y )  --f - 

se  c a l c u l a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  [ 4 ] .  

Having  s u b s t i t u t e d  t h e  v a l u e s  for t h e  v a r i a b l e s  i n  ( 3 . 5 )  i n t o  
13), a n d  h a v i n g  c o n s i d e r e d  (3.15), we c a n  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  
m p t o t i c a l l y :  

we s u b s t i t u t e  b a n d  h 3  i n  ( 3 . 3 )  and  ( 3 . 6 )  i n t o  t h e  l a t t e r  f o r m u l a , / 1 3 1  
o b t a i n  ( 3 . 1 ) ,  : .e .  a f o r m u l a  o f  g e o m e t r i c a l  o p t i c s .  N a t u r a l l v ,  

r e  a r e  no  p h a s e  f a c t o r s  or c o e f f i c i e n t s  4. i n  ( 3 . 1 ) .  
1 

IV. S U M M A R Y  OF THE RESULTS O B T A I N E D  

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  f u n c t i o n  Uct: 

f T n  c h a r l n w  



U(') i s  d e t e r m i n e d  by  ( 3 . 7 1 ,  w h i l e  U ( R )  i s  d e t e r m i n e d  by  ( 3 . 1 3 ) .  
T h i s  f o r m u l a  c o n v e r t s  i n t o  a f o r m u l a  o f  g e o m e t r i c a l  o p t i c s  i n  t h e  
r e g i o n  o f  b r i g h t  l i g h t ,  w h i l e  i t  c o n v e r t s  i n t o  a K e l l e r  f o r m u l a  i n  
t h e  r e g i o n  o f  d e e p  s h a d e  when t h e  l a t t e r  h a s  s i g n i f i c a n c e .  The 
f u n c t i o n  Uf: s a t i s f y s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  p r e c i s e l y ,  and  t h e  
c o n d i t i o n  f o r  e m i s s i o n  when g o i n g  t o  i n f i n i t y .  I t  i s  c o n t i n u o u s  a t  
t h e  b o u n d a r y  b e t w e e n  l i g h t  and  shadow;  h o w e v e r ,  t h e  d e r i v a t i v e  f o r  
t h e  n o r m a l  t o  t h e  shadow b o u n d a r y  h a s  a d i s c o n t i n u i t y .  All t h i s  
a l l o w s  u s  t o  c o n f i r m  t h a t  t h e  f u n c t i o n  U* i s  a p r e c i s i o n  o f  t h e  
p r e v i o u s l y - k n o w n  f o r m u l a s  and  c o m b i n e s  them i n t o  o n e  i n  a c e r t a i n  
s e n s e .  I t  w a s  p r o v e n  i n  [ 4 ]  t h a t  a f u n c t i o n  a n a l o g o u s  t o  Uf: i n  t h e  
t w o - d i m e n s i o n a l  case  s a t i s f y s  t h e  e q u a t i o n  i n  t h e  p r i n c i p a l  o r d e r  i n  
a l l  t h e  r e g i o n s .  T h e s e . a r g u m e n t s  a r e  t r a n s p o s e d  f o r  t h e  t h r e e -  
d i m e n s i o n a l  c a s e  w i t h  t r i v i a l  c h a n g e s .  I n  c o n c l u s i o n ,  we s h o u l d  
m e n t i o n  t h a t  ( 1 . 1 0 )  r e p r e s e n t s  t h e  a s y m p t o t i c s  more p r e c i s e l y  t h a n  
( 3 . 7 )  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  s h a d o w ,  s i n c e  i t  s a t i s f i e s  t h e  
e q u a t i o n  f o r  t h e  two p r i n c i p a l  o r d e r s .  
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E F F E C T  O F  A S T E P L I K E  D I S C O N T I N U I T Y  ON A F I E L D  
I N  A P L A N E  WAVEGUIDE 

B .V .  N e r i n o v s k i y  

ABSTRACT: T h i s  a r t i c l e  t r e a t s  t h e  e f f e c t  o f  a 
s t e p l i k e  d i s c o n t L n u i t y  i n  a p l a n e  unbounded  
w a v e g u i d e  w i t h  i d e a l  w a l l s .  The p r o b l e m  i s  
r e d u c e d  t o  s o l u t i o n s  t o  M a x w e l l i a n  e q u a t i o n s  
wh ich  s a t i s f y  d e f i n i t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  
s o l v e d  by  t h e  me thod  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i -  
m a t i o n s  , u s i n g  t h e  S c h w a r z  a l g o r i t h m .  

I n  t h i s  a r t i c l e  w e  w i l l  a t t e m p t  t o  c o n s i d e r  t t 2  e f f e c t  o f  a 
s t e p l i k e  d i s c o n t i n u i t y  i n  a p l a n e  unbounded  w a v e g u i d e  w i t h  i d e a l  
w a l l s .  

/132 

W e  w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  w a v e g u i d e ,  unbounded  i n  t h e  p l a n e  
( x , y )  o f  t h e  C a r t e s i a n  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  x, 
y ,  z ,  a p p e a r s  as shown i n  f i g u r e s  2 t o  4 .  More- 
o v e r ,  w e  w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  w a v e g u i d e  i s  e x -  
c i t e d  b y  a f i l a m e n t a r y  s o u r c e  p a s s i n g  t h r o u g h  
t h e  p o i n t  x = 0, z = a a l o n g  t h e  y a x i s  ( p a r a l -  
l e 1  t o  t h e  s t e p ) .  T h u s ,  t h e  p r o b l e m  a m o u n t s  t o  
f i n d i n g  a s o l u t i o n  t o  M a x w e l l i a n  e q u a t i o n s  wh ich  
s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  o n  t h e  s u r f a c e  

SpJ S?,.', 3; $2 

F i g .  1. o f  t h e  w a v e g u i d e  S :  

We w i l l  c o n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  by  t h e  method o f  s u c c e s s i v e  
a p p r o x i m a t i o n s ,  u s i n g  t h e  Schwarz  a l g o r i t h m .  

L e t  u s  make some comments  r e l a t i v e  t o  t h i s  m e t h o d .  We w i l l  
a s sume  t h a t  we w a n t  t o  € i n ?  a s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  

i n  a c e r t a i n  r e g i o n  R ,  as  l e p i c t e d  i n  F i g u r e  1, f o r  t h e  e x t r e m e  
c o n d i t i o n  

(3) 
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where  Y i s  t h e  f u n c t i o n  d e f i n e d  i n  R .  F u r t h e r m o r e ,  we w i l l  a ssume 
t h a t  we c a n n o t  s o l v e  t h i s  b o u n d a r y  p r o b l e m ,  b u t  t h a t  we c a n  s o l v e  
t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m  fol; ( 2 )  i n  r y g i o n s  R 1  and  R 2 ,  which  a r e  bound-  
e d  by  t h e  s u r f a c e s  S l U S l  a n d  S 2 U S 2 ,  r e s p e c t i v e l y ,  w h e r e a s  S 1 U S 2  = s .  

o f  a p p r o x i m a t i v e  s o l u t i o n s  { u ( k ) )  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  scheme .  
The f u n c t i o n  u ( I )  i s  f o u n d  as  a s o l u t i o n  t o  ( 2 )  i n  t h e  r e g i o n  R 1  
u n d e r  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  

The Schwarz  p r o c e s s  c o n s i s t s  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a s e q u e n c e  - 1 

and  i s  d e f i n e d  s u p p l e m e n t a r i l y  by  t h e  c o n d i t i o n  u ( l ) _  
r e g i o n  R \ R , .  S u b s e q u e n t l y ,  a s s u m i n g  t h a t  

Q i n  t h e  

and  

we c a n  c o n s t r u c t  t h e  s e q u e n c e  o f  t h e  f u n c t i o n s  
wh ich  a r e  d e f i n i t e  o v e r  t h e  e n t i r e  r a n g e  R and  wh ich  a l s o  s a t i s f y  
( 2 )  e v e r y w h e r e  i n  R ,  e x c e p t  f o r  t h e  s u r f a c e  S i  and  S ; .  

I t  w a s  shown i n  [l] t h a t ,  i n  t h e  c a s e  when t h e  r a n g e  i s  f i n i t e ,  
t h e  o p e r a t o r  i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  Y L 2 ( R ) ,  t h e  s e q u e n c e  o f  { u ( k ) )  
c o n v e r g e s  i n  L 2 ( R )  t o  a s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m u l a t e d  p r o b l e m s  for u 
(x, y ,  z ) ,  w h e r e a s  u ( k )  -t u u n i f o r m l y  i n  a n y  i n t e r n a l  s u b r e g i o n  
o f  R .  

{ u ( ~ ) ) ,  k = 2 ,  3 , .  . . , 

G e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t h e  f i n i t e n e s s  o f  t h e  r e g i o n  R i s  n o t  a 
f u n d a m e n t a l  c o n d i t i o n  f o r  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  Schwarz  p r o c e s s  
[ 2 ] .  I n  our case o f  an  unbounded w a v e g u i d e ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  
p r o b l e m  s h o u l d  d e s c r i b e  a f i e l d  wh ich  a t t e n u a t e s  a t  x = 2 O D ,  
which  n a t u r a l l y  i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a p o s i t i v e  i m a g i n a r y  p a r t  
( a l t h o u g h  v e r y  s m a l l )  f o r  t h e  wave number k .  

We w i l l  d i s c u s s  t h r e e  d i f f e r e n t  c a s e s  for t h e  r e l a t i v e  p o s i -  
t i o n  o f  a s o u r c e  and  d i s c o n t i n u i t y  b e l o w ;  t h e y  a r e  i l l u s t r a t e d  
by  F i g u r e s  2 - 4 ,  r e s p e c t i v e l y .  I n  t h e  f u t u r e  we w i l l  a g r e e  t h a t ,  
i f  h .  i s  t h e  a l t i t u d e  o f  t h e  j - t h  p a r t  o f  t h e  w a v e g u i d e ,  t h e n  h j  

i!k f o r  j < k. 
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1. C o n s t r u c t i n g  t h e  S o l u t i o n  I 
I .  L e t  US b e g i n  w i t h  t h e  case  o f  a s t e p l i k e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  

I two w a v e g u i d e s  a t  d i f f e r e n t  h e i g h t s ,  when t h e  s o u r c e  i s  t h e  l o w e r  
one ( s e e  F i g .  2 ) .  I n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  scheme o f  t h e  S c h w a r z  
m e t h o d ,  w e  w i l l  d i v i d e  t h e  s p a c e  i n s i d e  t h e  w a v e g u i d e  by  t h e  imag- 

o f  t h e  s o l u t i o n ,  i . e . ,  
i n a r y  s u r f a c e s  S 1 2  a n d  S 2 1 ,  a n d  t h e n  w e  w i l l  c o n s t r u c t  t h e  s e q u e n c e  I 

w h e r e  E (  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  

E ( z )  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  I 

E ' j )  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  

e t c .  

12 n 

Each t e r m  i n  t h e  s e q u e n c e  o f  sz 8 
c E ( k )  (k = I, 2 ,  3 ... ) s a t i s f i e s  

"2 0 1- - --_ -2G -_--- t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  (11, 
ISZ,  as w e l l  as t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  

I 311 

1. 
i n  ( 2 )  - e v e r y w h e r e  i n s i d e  t h e  
w a v e g u i d e ,  e x c e p t  f o r  t h e  s u r f a c e s  

J 01 

0 Srn S2 n 

F i g .  2 .  S 1 2  a n d  S 2 1 .  

We w i l l  i n t r o d u c e  t h e  € u n c t i o n s  

a n d  
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T h e n ,  for x 5 0 ,  

F u r t h e r ,  we c a n  n o t e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  

I n  t h e  r e g i o n  of x, x o  2 r; 0 S z ,  z o  S h2 s a t i s f i e s  t h e  e q u a -  
t i o n  

a n d  t h e  c o n d i t i o n  

C o n s e q u e n t l y ,  c o n s i d e r i n g  ( 9 ) ,  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  f o r  x 2 r: 

or 
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where  

For t h e  s a k e  o f  c o n v e n i e n c e ,  w e  i n t r o d u c e d  t h e  p a r a m e t e r  5 = h l / h 2 ,  
where  0 < 5 s 1. 

The f u n c t i o n  

s a t i s f i e s  ( 1 5 )  a n d  t h e  c o n d i t i o n  

- 
(PklSIBUSll - IS1"US*, = 0, 

T h e r e f o r e ,  

o r ,  c o n s i d e r i n g  (13), ( 1 8 )  a n d  ( 2 1 )  f o r  0 < x s r ,  

w h e r e  

(22) 
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f On t h e  w h o l e ,  t h e  f u n c t i o n s  $ 1  (x, z ;  X O ,  2 0 )  and  $2 ( x ,  z ;  X O ,  2 0 )  
a l l o w  u s  t o  c o n s t r u c t  a n y  t e r m  f o r  t h e  s e q u e n c e  i n  ( 7 ) .  

11. We c a n  c o n s i d e r  t h e  c a s e  when t h e  s o u r c e  i s  l o c a t e d  on 
a h i g h e r  w a v e g u i d e  in a s i m i l a r  way ( F i g .  3 ) .  

Assuming ,  f o r  t h e  s a k e  o f  
d e f i n i t e n e s s ,  t h a t  0 a s h l ,  
w e  w i l l  f i n d  t h e  s e q u e n c e ' ( E ( k ) l ,  
a s  b e f o r e ,  by  t h e  c o n d i t i o n s  o f  
( 8 ) ,  ( 9 ) ,  (lo), e t c .  However ,  

I i n  t h i s  c a se ,  i t  i s  u s e f u l  t o  u s e  
t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n ,  t o g e t h e r  
w i t h  t h e  a l r e a d y - a p p l i e d  f u n c -  

- r r  
s IS21 

0 

Sa:, r St" 

F i g .  3 .  t i o n  $ 1 :  

'pz' = 

n-1 
f o r  x , < x  

The a p p r o x i m a t i o n  o f  E(1) f o r  x 2 0 h a s  t h e  fo rm o f  ( 1 3 ) .  
E ( 2 )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p :  

( h e r e  D i s  t h e  n o r m a l i z a t i o n  f a c t o r ) ,  or, c o n s i d e r i n g  (13) and  
( 2 6 ) ,  
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w h e r e  

and 

W e  c a n  t h e n  fi 

L e t  u s  a s  

The coeff 

E 4  is determin 
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111. F i n a l l y ,  l e t  u s  d i s c u s s  t h e  c a s e  when t h e r e  i s  
a n g u l a r  p r o t r u s i o n  b e t w e e n  two w a v e g u i d e s  o f  d i f f e r e n t  h e  
Hav ing  made a m e n t a l  d i v i s i o n  o f  t h e  s p a c e  i n s i d e  s u c h  a 
by  t h e  s u r f a c e s  S13, S31, S 2 1  and S12, a s  shown i n  F i g u r e  
c a n  d e t e r m i n e  t h e  s e q u e n c e  o f  { E ( k ) )  by t h e  f o l l o w i n g  con  

where  n = 1, 2 ,  3 ,  . . .  
A s  b e f o r e ,  E(1) i s  d e t e r m i n e d  b y  ( 1 3 ) .  I f  we now i n  

t h e  f u n c t i o n  $ 3  as  w a s  d o n e  f o r  ( 2 6 )  a n d  w e  assume t h a t  r 
as  w e l l  a s  t h e  f u n c t i o n  + 2 ,  as w a s  done  f o r  ( 1 4 )  , a n d  we 
t h a t  r = r2, t h e n  

T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  

a r e c t  
i g h t s .  
wave g u i  

4 ,  we 
d i t i o n s  

t r o d u c e  
= r1, 

as s ume 
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N - 

The c o e f f i c i e n t s  T n 2 1 ,  R n 3 1 ,  An13 ,  B n 1 3  a n d  Rn12 a r e  d e t e r m i n e d  

by (19), ( 3 0 ) ,  ( 3 3 ) ,  ( 3 4 )  a n d  ( 2 5 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  E 4  i s  f o u n d  
i n  t h e  same way,  e t c .  

2. Discussion o f  t h e  R e s u l t s  

L e t  u s  b e g i n  w i t h  case  1. A l t h o u g h  we w r o t e  o u t  a p p r o x i m a t i v e  
i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  i n  ( 1 3 1 ,  w e  a c t u a l l y  h a v e  a f i n i t e  

s u m  f o r  x # 0 ,  b e c a u s e  t h e  w a l l s  h a v e  i d e a l  c h a r a c t e r i s t i c s .  I t  
f o l l o w s  f r o m  t h e  e x p r e s s i o n  i n  ( 1 8 )  f o r  E ( 2 )  t h a t  t h e  l o c a l  "waves"  
p l a y  a s i g n i f i c a n t  r o l e  i n  t h e  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i -  
t i o n s  o f  ( 9 ) ,  w h i c h  a r e  f u l f i l l e d ,  as  a r e  a l l  t h e  o t h e r s ,  i n  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  d i s t a n c e  f u n c t i o n  L 2 .  S i n c e  t h e  t h e o r i e s  i n  ( 1 8 )  

/ 1 3 9  

( 4 3 )  

( 4 4 )  

Fig. 5 .  

c o n v e r g e s ,  and  i t  i s  s u i t a b l e  t h a t  we c o n s i d e r  t h e  c a s e  when t h e  
number  o f  p r o p a g a t i n g  n o r m a l  waves  i n  t h e  l o w e r  w a v e g u i d e  i s  small, 
w h i l e  t h e  h e i g h t s  h l  a n 3  h 2  d o  n o t  d i f f e r  g r e a t l y .  /140 

E q u a t i o n  ( 1 8 )  a l l o w s  u s  t o  t r e a t  t h e  f i e l d  i n  t h e  h i g h e r  wave-  
g u i d e  a s  o v e r e x c i t e d  by  t h e  d i s c o n t i n u i t y .  The c o e f f i c i e n t s  Tn2 
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i m p l y  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t r a n s m i s s i o n ,  a n d  d e p e n d  n a t u r a l l y  on 
t h e  p h a s e s  and  a m p l i t u d e s  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  modes i n  t h e  i n c i d e n t  
f i e l d ,  a s  w e l l  as  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  o v e r e x c i t a t i o n  o f  t h e  modes 
~ n p .  I f  1 < ” / h l  < 2 ,  t h e n  t h e  f i r s t  mode a l o n e  p r o p a g a t e s  i n  t h e  
l o w e r  w a v e g u i d e ,  and  Tn2 a r e  d e t e r m i n e d  by t h e  c o e f f i c i e n t s  -rm. 
The b e h a v i o r  o f  s e v e r a l  o f  t h e  f i r s t  c o e f f i c i e n t s  T m ,  w h i c h  d e p e n d s  
on t h e  h e i g h t  r a t i o  o f  t h e  w a v e g u i d e s ,  i s  shown i n  F i g u r e  5 ,  wh ich  
i l l u s t r a t e s  t h e  t e n d e n c e  t o  r e l a t i v e  e q u i l i b r i u m  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  
o f  o v e r e x c i t a t i o n  w i t h  a d e c r e a s e  i n  t h e  p a r a m e t e r  5 = h l / h 2 .  

I n  o r d e r  t o  c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  d i s -  
c o n t i n u i t y ,  we s h o u l d  u s e  t h e  t e r m  E ( 3 f  . I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  ( 2 4 )  
t h a t  E ( 3 )  r e p r e s e n t s  t h e  f i e l d  f o r  x s r a s  t h e  s u m  o f  t h e  i n -  
c i d e n t  a n d  r e f l e c t e d  f i e l d s  w i t h  c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  of Z m l Y  
w h i l e  e a c h  R m l  i s  d e t e r m i n e d  by a l l  t h e  p r o p a g a t e d  and  l o c a l  modes 
o f  t h e  h i g h e r  w a v e g u i d e  f o r  x = r and  i s  a complex  v a l u e .  

F u r t h e r ,  if we c o n s i d e r  t h e  t e r m  E ( 4 ) ,  it would  a l l o w  u s  t o  
d e s c r i b e  t h e  p r o c e s s  o f  p a s s a g e  t o  t h e  u p p e r  w a v e g u i d e ,  c o n s i d e r i n g  
t h e  r e f l e c t i o n  f rom t h e  d i s c o n t i n u i t y  f o r  x = r. 

I n  c a s e  I1 t h e  b a s i c  s t e p  o f  E ( 1 )  h a s  t h e  same f o r m ,  w h i l e  E ( 2 )  
d e s c r i b e s  t h e  r e f l e c t i o n  f r o m  a r e c t a n g u l a r  p r o j e c t i o n .  W e  c a n  
s e e  f rom ( 2 8 )  - ( 3 0 )  t h a t  t h e  r e f l e c t i o n  e f f e c t  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  
i n  t h i s  s i t u a t i o n  a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  f i e l d  r e f l e c t e d  
f rom an i d e a l  w a l l  a t  x = v a n d  t h e  f i e l d  wh ich  p a s s e d  t o  t h e  u p p e r  
w a v e g u i d e  f rom t h e  l o w e r  o n e  f r o m  some i m a g i n a r y  s o u r c e  a r r a n g e d  
a t  z = z ,  x = 2r. 

The a p p r o x i m a t i o n  o f  E ( 3 )  a l l o w s  u s  t o  d e s c r i b e  t h e  e f f e c t  o f  
t h e  s t e p  on t h e  f i e l d  i n  t h e  l o w e r  w a v e g u i d e .  S i n c e  a h i ,  t h e  
s o u r c e  c a n  b e  s e e n  f rom a n y  p o i n t  i n  t h e  r e g i o n  x 2 r ,  and  t h e r e -  
f o r e  t h e  f i e l d  h e r e  i s  . combined  b o t h  o f  a “ d i r e c t ”  a n d  “ d i f f r a c t e d ”  
s t e p  [ s e e  ( 3 2 )  - ( 3 4 ) ] .  The d i f f r a c t e d  f i e l d  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  
c o m b i n a t i o n  o f  modes wh ich  a r e  i n c i d e n t  on t h e  s t e p  and  r e f l e c t e d .  

Case  I11 c a n  b e  r e d u c e d  l a r g e l y  t o  c a s e s  I a n d  1:. T h u s ,  t h e  
e x p r e s s i o n s  i n  ( 4 1 )  i l l u s t r a t e  t h e  p r o c e s s  o f  r e f l e c t i o n  f r o m  a 
p r o t r u s i o n ,  f o r m u l a  ( 4 3 )  shows t h a t  t h e  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  b e l o w  
t h e  p r o t r u s i o n  i s  r e p r e s e n t e d  by  t h e  sum o f  t h e  “ d i r e c t “  f i e l d  f r o m  
t h e  s o u r c e ,  t h e  f i e l d  d i f f r a c t e d  on  t h e  p r o t r u s i o n  for x = r1, a n d  
t h e  f i e l d  r e f l e c t e d  f r o m  t h e  e n d  o f  t h e  p r o t r u s i o n  f o r  x = r 2 .  . 
F i n a l l y ,  ( 4 2 )  c h a r a c t e r i z e s  t h e  f i e l d  i n  , t h e  w a v e g u i d e  b e h i n d  t h e  
p r o t r u s i o n .  However ,  ( 4 1 )  and  ( 4 2 )  do n o t  c o n s i d e r ,  f o r  e x a m p l e ,  /141 
t h e  r e c i p r o c a l  e f f e c t  of w a v e g u i d e s  a r r a n g e d  a l o n g  b o t h  s i d e s  of  
t h e  p r o t r u s i o n .  T h e r e f o r e ,  f o r  a more c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
phenomenon,  we s h o u l d  c o n s i d e r  E ( 4 ) ,  e t c .  
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T H E  P R O P A G A T I O N  OF L O N G  R A D I O  W A V E S  A N D  T H E  
N O N H O M O G E N E O U S  I O N O S P H E R E  

E . M .  G y u n n i n e n  a n d  I . N .  Z a b a v i n a  

A B S T R A C T :  The a u t h o r s  d i s c u s s  t h e  p r o p a g a t i o n  
o f  l o n g  r a d i o  waves  a n d  t h e  nonhomogeneous  i o n o -  
s p h e r e  i n  t e r m s  o f  a model  t h e y  u s e d  i n  a p r e -  
v i o u s  s t u d y .  I t  i s  shown t h a t  t h e  method o f  
c o n s t r u c t i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  
wave p r o p a g a t i o n  w i t h  t h e  a i d  o f  " r a y s "  f o r  
t h e  e a r t h - i o n o s p h e r e  w a v e g u i d e  c h a n n e l  w i t h  
s u b s e q u e n t  a p p r o x i m a t i o n  i s  v a l i d  when t h e  
d e p e n d e n c e  o f  t h e  w a v e g u i d e  h e i g h t  on t h e  d i s -  
t a n c e  a l o n g  t h e  e a r t h ' s  s u r f a c e  i s  c o n s i d e r e d .  

The p r o b l e m  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  of r a d i o  waves  i n  a w a v e g u i d e  
c h a n n e l  f o r m e d  b y  t h e  s p h e r i c a l  s u r f a c e  o f  t h e  E a r t h  a n d  t h e  non-  
homogeneous  ( i n  a l t i t u d e )  i o n o s p h e r e  w a s  examined  i n  an  e a r l i e r  
s t u d y  o f  o u r s  C11. I t s  s o l u t i o n  w a s  a p p r o x i m a t i v e ,  i n  t h e  s e n s e  
t h a t  we u s e d  t h e  impedance  o f  a p l a n e  wave i n c i d e n t  on a l a y e r  o f  
t h e  i o n o s p h e r e  wh ich  w a s  n o n u n i f o r m  i n  t e r m s  o f  d e p t h .  I t  w a s  
c o n s t r u c t e d  i n  t h e  form o f  an e x p a n s i o n  b y  " r a y s t r ,  wh ich  a l l o w e d  
u s  t o  c o n s i d e r  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  impedance  on  t h e  a n g l e  o f  
i n c i d e n c e .  

I n  t h e  c a s e  o f  a n  i s o t r o p i c  i o n o s p h e r e  and  v e r t i c a l l y  p o l a r -  
i z e d  wave ,  t h e  i m p e d a n c e s  c a n  be c a l c u l a e e d  b y  n u m e r i c a l  i n t e g r a -  
t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  ( s e e  [ 2 1 ) :  

where  k i s  t h e  wave number i n  t h e  a i r ;  E , ~ ! , ( z )  i s  t h e  r e l a t i v e  com- 
p l e x  p e r m i t t i v i t y  o f  t h e  i o n o s p h e r e ,  d e p e n d i n g  on a s i n g l e  c o o r -  
d i n a t e  z ;  JI i s  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  o f  t h e  wave on t h e  l a y e r  o f  
t h e  i o n o s p h e r e ,  and  E q u a t i o n  (1) i t s e l f  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f i r s t  

( t h e  t i m e  d e -  I e q u a t i o n  i n  ( 6 )  i n  C 2 I  a f t e r  r e p l a c i n g  A 1 1  by  - 
6s  - i w t  

p e n d e n c e  o f  a l l  t h e  v a l u e s  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  f a c t o r  e 1. 

A s  we showed i n  [l], a s i m i l a r  e q u a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  for 
" s p h e r i c a l "  i m p e d a n c e ,  a n d  t h e n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  b e -  
comes a s t r i c t  o n e .  W e  w i l l  compare  b o t h  s o l u t i o n s  i n  t h i s  a r t i c l e  
a n d  we w i l l  a t t e m p t  t o  e v a l u a t e  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  a p p r o x i m a t i v e  
o n e .  

1 6 2  



For t h e  s a k e  o f  c o n v e n i e n c e ,  we w i l l  f o r m u l a t e  t h e  p r o b l e m  
b r i e f l y .  L e t  r ,  0 ,  4 b e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  g l o b e  o f  r a d i u s  - a ,  l e t  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  
b e  l o c a t e d  a t  t h e  p o i n t  r = a ,  6 = 0 ,  l e t  t h e  s p a c e  f o r  a < r c c 
b e  f i l l e d  w i t h  a u n i f o r m - a t m o s p h e r e ,  a n d  f o r  r > c l e t  t h e r e b e  
a n o n u n i f o r m  ( i n  t e r m s  o f  r )  i s o t r o p i c  i o n o s p h e r e - w h o s e  e l e c t r i c a l  
p r o p e r t i e s  a r e  c h a r a c t e r i z g d  by  t h e  r e l a t i v e  c o m p l e x  p e r m i t t i v i t y  
E & ( r ) .  We w i l l  l o o k  f o r  t h e  f i e l d  o f  t h e  d i p o l e  i n  a i r .  1'143 

- 

L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  s i n g l e - c o m p o n e n t  e l e c t r i c  H e r t z  v e c t o r  
-f -+ II = II by  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  r 

-L t I + 
E = wl.0 rot rot 11 -1 J 

i w e ' ( r )  ( 2 )  . ,  
d * H = rot Ii, 

-+ 
w h e r e  j i s  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y  a t  t h e  s o u r c e ;  E '  ( r )  = E; ( r )  E O ,  

E O  = -* f / m .  For t h e  v e c t o r s  o f  t h e  f i e l d s  E a n d  H ,  w e  

w i l l  i m p o s e  a n  i m p e d a n c e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  t h e  a i r - e a r t h  d i v i -  
s i o n  (p = a), a n d  w e  w f l l  i m p o s e  p r e c i s e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  
t h e  a i r - i o n o s p h e r e  d i v i s i o n  ( r  = e). The s o l u t i o n  c o n s t r u c t e d  f o r  
s u c h  a s s u m p t i o n s  c a n  be  w r i t t e n  in  t h e  f o l l o w i n g  fo rm ( f o r  - r = - a )  
( s e e  Cl], f o r m u l a s  ( 7 9 ) - ( 8 3 ) ) :  

-+ -+ 
3 6 ~  

w h e r e  m = 1, 2 ,  3 ,  ...; Fv a n d  Q V  a r e  t h e  " s p h e r i c a l "  c o e f f i c i e n t s  
o f  r e f l e c t i o n  f o r  t h e  e a r t h ' s  s u r f a c e  a n d  t h e  l o w e r  b o u n d a r y  of  
t h e  i o n o s p h e r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  e x p r e s s e d  by  t h e  f o r m u l a s  
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a t m o s  
p o l e  

pedan  

B e s s e  
i c a l "  

where  
t h e  i 

t i o n  
imped 
e q u a t  

I t  i s  

The f i r s t  t e r m  i n  ( 3 )  c h a r a c t e r i z e s  t h e  f i e l d  f o r  a u n i f o r m  
p h e r e ,  and i s  n o t  w r i t t e n  o u t  i n  a n  e x p l i c i t  f o r m .  The d i -  
c u r r e n t  i s  d e s i g n a t e d  by  j o ,  6 shows t h e  r e d u c e d  s u r f a c e  i m -  

I , Ct2) 1 - 
*- T c e  o f  t h e  e a r t h ' s  s u r f a c e ,  and  v - T  

1 f u n c t i o n s .  The symbol  6, ( c )  i n  ( 5 )  d e s i g n a t e s  t h e  " s p h e r -  

a r e  l1 s phe  r i c a l  l1 
$ 1 '  

impedance  a t  t h e  a i r - i o n o s p h e r e  b o u n d a r y  ( r  - = - c ) ,  

( 7 )  

R v ( r )  a r e  r a d i a l  f u n c t i o n s  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  f i e l d  i n  
o n o s p h e r e .  They s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :  

( 8 )  

I f  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  f i e l d  i n  t h e  a i r ,  t h e n  t h e  f u n c -  
RV c a n  b e  d i s r e g a r d e d ,  s i n c e  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  know t h e  
a n c e  o f  ( 7 )  i n  t h i s  c a s e ,  f o r  wh ich  we c a n  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  
i o n  w i t h  t h e  a i d  o f  ( 8 ) ,  a s  w a s  shown i n  111: 

e a s y  t o  s e e  t h a t  ( 9 )  c o n v e r t s  i n t o  (1) i f  we a s sume  t h a t  

/ 1 4 4  
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where  h = r - c .  S i n c e  i n  o u r  p r o b l e m  h < <  c a l w a y s ,  t h e n  t h e  
v a l u e  sf v - o b t a i n e d  f r o m  (10) c o i n c i d e s - w i t h - t h e  s a d d l e  p o i n t  o f  
t h e  i n t e g r a n d  f r o m  ( 4 ) ,  ; . e . ,  

( s e e  F i g .  1). 

F o r  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  i n  i n t e g r a t i o n  o f  ( 9 ) ,  w e  c a n  s e l e c t  
s u c h  a v a l u e  o f  6 v ( r l )  t h a t  t h e  l a y e r s  o f  t h e  i o n o s p h e r e  a b o v e  r 1  
h a v e  no  e f f e c t  o n  t h e  f i e l d  i n  t h e  a i r .  We c a n  t h e n  c o n s i d e r  t h e  
i o n o s p h e r e  f o r  - r > r 1  t o  be  u n i f o r m ,  ( 8 )  i s  d e g e n e r a t e d  i n t o  a 
Besse l  e q u a t i o n ,  a n d ,  c o n s i d e r i n g  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  e m i s s i o n  at 
r -+ CD , w e  f i n d  t h a t  - 

( 1 )  
w h e r e  t h e  p r i m e  i n  t h e  f u n c t i o n  c V - %  s i g n i f i e s  d i f f e r e n t i a t i o n  o v e r  /145 
t h e  e n t i r e  a r g u m e n t .  However ,  i n  p r a c t i c e  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  
a s s u m e  t h e  f o l l o w i n g  [;!I: 

I n  o r d e r  t o  compar'e t h e  s o l u t i o n s  f o r  " p l a n e "  a n d  " s p h e r i c a l "  
i m p e d a n c e s ,  w e  c a r r i e d  o u t  n u m e r i c a l  
c a l c u l a t i o n s ,  t h e  r e s u l t s  o f  w h i c h  
a r e  d i s c u s s e d  b e l o w .  

E q u a t i o n  ( 9 )  w a s  s o l v e d  by  numer-  
i c a l  i n t e g r a t i o n  o n  a n  e l e c t r o n i c  com- 
p u t e r .  The p e r m i t t i v i t y  E m ( r )  i n  t h e  
i o n o s p h e r e  w a s  d e t e r m i n e d  o n  t h e  b a s i s  
o f  a v e r a g e d  i o n o s p h e r i c  p r o f i l e s  for 
t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  a n d  number  
of e l e c t r o n  c o l l i s i o n s  [ a ] .  We e x -  
amined  t h e  d i u r n a l  a n d  n o c t u r n a l  i o n o -  
s p h e r e ,  a n d  t h e  l a t t e r  w a s  d i s t i n g u l s h  
e d  by  a s h a r p e r  g r a d i e n t  f o r  t h e  e l e c -  

-7.  t r o n  c o n c e n t r a t i o n .  klg. 1. 

I f  w e  c o m p a r e  t h e  s o l u t i o n s  t o  (1) a n d  ( 3 )  f o r  c e r t a i n  f i x e d  
a n g l e s  of  $ ( V  = k c  s i n  $ ) ,  t h e n  w e  c a n  h a r d l y  e x p e c t  a g r e a t  
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d i f f e r e n c e ,  as c a n  b e  s e e n  f r o m  i . ~ ) .  A c t u a l l y ,  t h i s  d i f f e r e n c e  
d o e s  n o t  e x c e e d  1% i n  t h e  c a s e  c :  t h e  n o c t u r n a l  i o n o s p h e r e  f o r  
v a l u e s  o f  $J i n  t h e  r a n g e  f r o m  1 .I t o  1 . 4 5  a n d  f o r  f r e q u e n c i e s  f r o n  
5 t o  6 0  K H z ,  a n d  i t  d o e s  n o t  c . \ c e e d  3% i n  t h e  case  o f  t h e  d i u r n a l  
i o n o s p h e r e  (when t h e  wave p e n e t r a t e s  more d e e p l y  i n t o  t h e  i o n o -  
s p h e r e ) .  

The s o l u t i o n s  t o  ( 9 )  for r e a l  v ,  w h i c h  c a n  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  
d e i l n i t e  a n g l e s  o f  i n c i d e n c e  on  t h e  l a y e r  o f  t h e  i o n o s p h e r e  w i t h  
t h e  a i d  of (ll), d e p e n d  i n  d i f f e r e n t  ways on t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  
f o r  t h e  n o c t u r n a l  a n d  d i u r n a l  m o d e l s  o f  t h e  i o n o s p h e r e .  F o r  low 
f r e q u e n c i e s  ( 5 - 1 5  K H z ) ,  t h i s  d i f f e r e n c e  i s  n o t  v e r y  s u b s t a n t i a l ,  
b u t  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  t h e  same c h a n g e  i n  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  
c a u s e s  a much g r e a t e r  c h a n g e  i n  t h e  impedance  f o r  t h e  d i u r n a l  l a y e r  
t h a n  f o r  t h e  n o c t u r n a l  o n e  ( F i g .  2 ) .  A s i m i l a r  d e p e n d e n c e  i s  a l s o  
m a i n t a i n e d  f o r  complex  v .  F i g u r e s  3-6 show g r a p h s  o f  t h e  d e p e n d e n c e  
o f  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  " s p h e r i c a l "  i m p e d a n c e ,  as 
w e l l  as  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  i n t e g r a n d  o f  t h e  v a r i -  
a b l e  f o r  i n t e g r a t i o n  a l o n g  t h e  c o n t o u r  for t h e  f i r s t  " r a y t r  ( m  = 1) 
a t  a d i s t a n c e  f r o m  t h e  s o u r c e  o f  3 , 0 0 0  km. l  I n  t h i s  r e g a r d ,  we 
a r e  e x a m i n i n g  f r e q u e n c i e s  o f  5 a n d  6 0  K H z  f o r  t h e  d i u r n a l  a n d  /146 
n o c t u r n a l  m o d e l s  o f  t h e  i o n o s p h e r e .  The i n t e g r a t i o n  c o n t o u r  con-  
s i s t s  o f  two l i n e s  e m e r g i n g  f r o m  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  a t  

a n g l e s  o f -  

i s  c o n n e c t e d  t o  v b y  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p :  

37 IT 

6 a n d  - t o  t h e  r e a l  a x i s .  The i n t e g r a t i o n  v a r i a b l e  t 

s i n c e  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  r a y s  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n ,  
t h e y  w e r e  r e p l a c e d  by  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  i n  t e r m s  o f  t h e  
A i r y  f u n c t i o n s  [ 3 1 .  

Using  t h e  g r a p h s  i n  F i g u r e s  3 - 6 ,  w e  c a n  a s sume  t h a t  t h e  assump-  
t i o n s  we made i n  [l] i n  c a l c u l a t i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  ' ' r a y s ' '  ( " p l a n e "  
i m p e d a n c e  wh ich  d o e s  n o t  depend  on t h e  i n t e g r a t i o n  v a r i a b l e  v )  y i e l d  
t h e  g r e a t e s t  e r r o r  f o r  t h e  h i g h e s t  f r e q u e n c i e s  o f  t h i s  r a n g e  a n d  t h e  
d i u r n a l  c o n d i t i o n s  f o r  p r o p a g a t i o n .  T h i s  i s  c o n f i r m e d  b y  t h e  r e -  
s u l t s  o f  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  p r e s e n t e d  i n  t h e  t a b l e  for " s p h e r i -  
c a l "  a n d  " p l a n e "  i m p e d a n c e s .  

T h u s ,  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  i n  El] i s  f o u n d  t o  b e  c o m p l e t e l y  
s a t i s f a c t o r y  ( a t  l e a s t  i n  t h e  r a n g e  o f  5 - 6 0  K H z ) .  O b v i o u s l y ,  t h i s  
a l l o w s  u s  t o  u s e  t h e  me thod  o f  c o n s t r u c t i n g  t h e  s o l u t i o n  w i t h  t h e  

1 

2 

o f  a t t e n u a t i o n  f o r  t h e  l t r a y s r r  a r e  g i v e n  i n  t h e  T a b l e  ( s e e  r11). 

The i n t e g r a n d  o f  ( 4 )  i s  d e s i g n a t e d  b y  I$ i n  F i g u r e s  3 - 6 .  

The m o d u l i  a n d  a r g u m e n t s  o f  v a l u e s  of Vm w h i c h  i m p l y  t h e  f u n c t i o n s  
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F i g .  3 
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Fig. 4 



Pig. 5 



F i g .  6 
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MODULUS AND ARGUMENT OF THE ATTENUATION 
FUNCTION Vm FOR DISTANCE OF 3,000 KM 

I Night I 
~ ~ ~~~ 

Impedance Modulus Vm Argument Vm Modulus Vm Argument Vm 

5 KHz 

m=l I m=l 

0.7853 
0.7839 

2.444 
2.442 

0.8353 
0.8397 

3.136 
3.137 

m=2 m=2 

0.8125 3.666 0.968 5.070 
0.8121 3.667 0.968 5.075 

60 KHz 

m = l  m=l 

0.9166 5.682 0.3778 1.213 
0.9152 5.681 0.3280 1.203 

m=2 m=2 

1.0941 
1.0962 

2.468 
2.467 

0.2135 
0.2570 

5.186 
5.005 
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T A K I N G  A C C O U N T  O F  T H E  N O N U N I F O R M I T Y  O t  T H E  I O N O S P H E R E  I N  
T H E  P R O B L E M  O F  S U P E R - L O N G  WAVE P R O P A G A T I O N  I N  T H E  

W A V E G U I D E  C H A N N E L  E A R T H -  I O N O S P H E R E  

S .  T. Rybachek 

ABSTRACT: This article is a continuation of a 
study on the problem of the field of a vertical 
electric dipole in a waveguide whose walls are 
formed by the Earth, characterized by finite 
conductivity, and a uniform isotropic ionosphere, 
expanded for the ,cases of an ionosphere which 
is non-uniform in terms of the radial coordinates 
The difficulties sncountered with this problem 

suggested. 

I 

i 
I are cited, and methods of overcoming them are 

The problem of the field of a vertical electric dipole in a / 1 5 2  
waveguide whose walls are fDrmed by the Earth, characterized by 
finite conductivity, and the uniform isotropic ionosphere was 
investigated in [l]. This study is a direct continuation and 
generalization of the results of [l] for the case of the ionosphere 
which is non-uniform in ter,ms of the radial coordinates. 

1. We will consider the source of the elctromagnetic field 
to be a radial electric dipole which has moment of P and which is 
located on the surface of the Earth at the point r ='a, 9 = 0 (we 
will use the spherical system of coordinates (r, 8 ,  4 )  with origin 
at the center of the Earth). We will approximate the Earth, whose 
electrical properties are characterized by the reduced surface 
impedance 6, by a sphere of radius a. The ionosphere, which we 
will consider to be an isotropic and nonuniform (in terms of the 
radial coordinate r) medium, is arranged at r > c (c = a + h, where 
h is the height of-the waveguide). 

As is well known [ 2 ] ,  this problem is reduced to a solution 
to the wave equation for the Hertz function v: 

where x2 = k2 at a < r c; 
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The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  a p p e a r a n c e :  

(1) - - - - i k 6 r u  a t  r = a ;  

( 2 )  u a n d  - a r e  c o n t i n u o u s  a t  t h e  b o u n d a r y  r = c (we w i l l  a s s u m e  

t h a t  ku a n d  a r  a r e  c o n t i n u o u s  a t  r = c ) .  The f u n c t i o n  u h a s  a 
p o l e  o f  f i r s t  o r d e r  a t  t h e  p o i n t s  where  t h e  s o u r c e  i s  l o c a t e d ,  a n d  
i t  s h o u l d  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  e m i s s i o n  t o  i n f i n i t y .  

a ( r u )  
Zr 

a u  

arak, 

The s o l u t i o n  t o  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m  f o r m u l a t e d  a b o v e  i s  c o n -  
s t r u c t e d  b y  s t a n d a r d  m e t h o d s  i n  a way s i m i l a r  t o  wha t  was d o n e  for 
t h e  ca se  of a u n i f o r m  i o n o s p h e r e ,  t h e  wave number o f  wh ich  ku d i d  
n o t  d e p e n d  o n  t h e  r a d i a l  c o o r d i n a t e  r El]. T h e r e f o r e ,  w e  w i l l  n o t  
r e c o n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  i n  t h i s  s t u d y ,  b u t  w i l l  o n l y  p r e s e n t  t h e  
f i n a l  f o r m u l a s  and  d i s c u s s  t h e  d i f f i c u l t i e s  e n c o u n t e r e d  i n  c o n s i d e r -  
i n g  a n o n - u n i f o r m i t y  i n  t h e  i o n o s p h e r i c  l a y e r .  

E x p a n s i o n  by  n o r m a l  waves  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  t y p e  o f  
s o l u t i o n  f o r  t h e  f u n c t i o n  o f  a t t e n u a t i o n  1 c o n n e c t e d  w i t h  t h e  

f u n c t i o n  u by  t h e  r e l a t i o n s h i p  u = 2- V :  
i k a a  e 

- aa 

where  

U s i g n i f y  t h e  s p h e r i c a l  c o e f f i c i e n t s  3 
The v a l u e s  R v - 1 / 2  a n d  R ” - 1 / 2  

o f  r e f l e c t i o n  from t h e  E a r t h  and t h e  i o n o s p h e r e .  The v a l u e  6,, 
wh ich  d e f i n e s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  i o n o s p h e r e ,  
h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

1 7 4  



s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n  v - 1 / 2  w h e r e  f 

i n  w h i c h  / 1 5 4  

a s  w e l l  a s  t h e  c o n d i t i o n  f o r  e m i s s i o n  t o  i n f i n i t y .  

I n  c a l c u l a t i n g  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  by t h e  m e t h o d  o f  n o r -  
m a l  w a v e s ,  t h e  b a s i c  d i f f j c u l t y  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  z e r o s  o f  t h e  
t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  

w h i c h  c o n t a i n s  H a n k e l  f ' u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  t y p e  o f  
a r b i t r a r y  i n d e x  a n d  a r g u m e n t ,  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s  f v - + ( r )  a n d  t h e  
d e r i v a t i v e  o f  t h e s e  f u r - c t i o n s  b y  t h e  a r g u m e n t .  I n  s o l v i n g  t h i s  
p r o b l e m ,  w e  u s e d  n u m e r i c a l  m e t h o d s  w h i c h  p e r m i t t e d  u s  t o  d e t e r m i n e  
t h e  z e r o s  o f  ( 7 )  w i t h  t h e  r e q u i s i t e  a c c u r a c y .  T h e  m e t h o d  o f  c a l c u -  
l a t i n g  H a n k e l  f u n c t i o n s  a n d  d e t e r m i n i n g  t h e  r o o t s  o f  ( 7 )  w a s  
e x p a n d e d  i n  d e t a i l  i n  [11. I n  t h i s  s t u d y ,  w e  w i l l  d e s c r i b e  t h e  
m e t h o d  o f  c a l c u l a t i r , g  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s .  We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  
i n  c a l c u l a t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  i o n o s p h e r e ,  
w h i c h  a r e  d e t e r m i n e d  by t h e s e  r a d i a l  f u n c t i o n s ,  i t  w a s  s u g g e s t e d  
t h a t  w e  u s e  t h e  e x p e r i m e n t a l  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a -  
t i o n  a n d  t h e  e f f e c t i v e  number o f  c o l l i s i o n s  b e t w e e n  e l e c t r o n s  a n d  
n e u t r a l  m o l e c u l e s  o n  t l-e h e i g h t .  T h i s  p r o b l e m  c a n  b e  s o l v e d  s o l e l y  
by  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  However ,  a f t e r  i n t e g r a t i o n  o f  ( 6 )  w e  m u s t  
c a r r y  o u t  n u m e r i c a l  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  g i v e n  b y  t a b l e s  

) .  T h i s  c a n  b e  a v o i d e d  i f  w e  i n t r o d u c e  t h e  new f u n c -  ( d 7  k,o 
t i o n  y b y  t h e  f o r m u l a  

d 2  

- 

We w i l l  t h e n  c o n v e r t  f r o m  a s e c o n d - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  
t h e  f u n c t i o n  fV-1/2(r) t o  a f i r s t - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  
t h e  f u n c t i o n  y ( r ) ,  i n  w h i c h  t h e r e  i s  n o  t e r m  of  t h e  t y p e  
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JE'mu 
We t o o k  t h e  v a l u e  y = - a t  t h e  l e v e l  r = c + h o  a s  t h e  

i n i t i a l  d a t a  f o r  ( 9 ) .  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  ( 6 )  f o r  t h e  f u n c t i o n  f v - l / 2 ( r )  i n  a WKB 
a p p r o x i m a t i o n  o n  t h e  l e v e l  c i- h o .  The v a l u e  hg i s  s e l e c t e d  i n  s u c h  
a way t h a t  t h e  l a y e r  o f  t h e  i o n o s p h e r e  l o c a t e d  a b o v e  it d o e s  n o t  
a f f e c t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n  y ,  a n d  c o n s e q u e n t l y ,  h a s  n o  e f f e c t  
on t h e  v a l u e s  o f  t h e  " s p h e r i c a l  impedance"  6, a t  t h e  b o u n d a r y  of t h e  
i o n o s p h e r e ,  w h i c h  i s  c o n n e c t e d  w i t h  y by  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p :  

T h i s  i k c o r r e s p o n d s  t o  a s o l u t i o n  t o  t h e  

- 

A n a l y t i c a l  a n d  n u m e r i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  e r r o r  i n  i n i t i a l  
d a t a  w e r e  p r e v e n t e d  i n  1 3 1  f o r  a s i m i l a r  e q u a t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  o f  p l a n e ' e l e c t r o m a g n e t i c  waves  f r o m  a 
p l a n e - l a y e r e d  a n i s o t r o p i c  p l a s m a .  We c a r r i e d  o u t  a n a l o g o u s  n u m e r i -  
c a l  s t u d i e s  f o r  (9), w h i c h  showed t h a t ,  i n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  
v a l u e  o f  6, w i t h  a c c u r a c y  u p  t o  0 . 1 %  ( i n  t h e  f r e q u e n c y  r a n g e  o f  
5 - 6 0  KHz),  w e  m u s t  t a k e  a v a l u e  o f  ho  w h i c h  d o e s  n o t  e x c e e d  2 0  km. 

2 .  I n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  t h e  d e p e n d e n c e s  of t h e  d a m p i n g ,  
wh ich  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  v a l u e  I m v , ,  a n d  t h e  p h a s e  v e l o c i t y  c f m  

c -  R e v m  o f  t h e  wave mode o f  number m y  d e t e r m i n e d  by  t h e  r a t i o  - - - 
a s  w e l l  a s  t h a t  o f  t h e  modu lus  a n d  p h a s e  o f  t h e  a t t e n u a t i o n  f u n c t i o n  
- V o n  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  i o n o s p h e r e  a n d  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  w e  c a r r i e d  o u t  o u r  c o m p u t a t i o n s  on a n  
e l e c t r o n i c  c o m p u t e r .  

- c f m  k a  ' 

I n  o r d e r  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  e f f e c t  o n  t h e  f i e l d  i n  a i r  o f  a 
h i g h l y  c o n d u c t i v e  l a y e r  o f  g r o u n d  w a t e r s ,  w e  s e l e c t e d  a t w o - l a y e r e d  
mode l  o f  t h e  E a r t h :  t h e  u p p e r  l a y e r ,  o f  t h i c k n e s s  1 = 1 0  m ,  had  
r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  o f  & / E O  = 2 0  a n d  c o n d u c t i v i t y  o f  a = 
l /Ohm*m; t h e  l o w e r  " l a y e r "  ( s p h e r e  o f  r a d i u s  a - 1) h a d  € / E O  = 2 5 ,  
CJ = 5-10-2 l/Ohm.m ( m e t e r - k i l o g r a m - s e c o n d  u n i t  s y s t e m ) .  

3 The d e p e n d e n c e  of t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  N [ e l / c m  1 a n d  
v e f f  [ l / s e c ]  o n  t h e  a l t i t u d e  ( s t a r t i n g  w i t h  t h e  l e v e l  r = a )  o f  t h e  
i o n o s p h e r i c  l a y e r  for which  t h e  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  
r e f l e c t i o n  f rom t h e  i o n o s p h e r e  w e r e  c a r r i e d  o u t ,  i s  d e p i c t e d  
F i g u r e  1. 
t h e  N i c o l e t  f o r m u l a  [ 4 ] ,  w h i l e  w e  u s e d  a p p r o x i m a t i o n s  by  t h i r d - p o w e r  
p o l y n o m i a l s  o b t a i n e d  i n  [3] i n  c a l c u l a t i n E  t h e  c u r v e s  o f  N ( r - a )  wh ich  

The c u r v e  f o r  v e f f  ( d o t t e d )  w a s  o b t a i n e d  a c c o r d i n g  t o  
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a r e  a v e r a g e d  m o d e l s  o f  t t e  d i u r n a l  a n d  n o c t u r n a l  l a y e r .  F i g u r e  2 
shows  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  f i r s t  n o r m a l  w a v e  
on t h e  f r e q u e n c y  f o r  d i f f e r e n t  m a n n e r s  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  c o e f f i c i -  
e n t s  o f  r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  i o n o s p h e r e .  C u r v e  1 c o r r e s p o n d s  t o  

rd,,  , , , , uizbz4 1 -1 9 .  . . . . .  

I i 
c a l c u l a t i o n s  w i t h  " p o i n t "  c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  c y  w a s  d e t e r -  /157 
m i n e d  by i n t e g r a t i o n  of  t i e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  ( S ) ] .  I n  c a l -  l 
c u l a t i n g  C u r v e  2 ( w h i c h  w a s  d o n e  i n  [l]), w e  u s e d  t h e  F r e s n e l  
c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  o f  a p l a n e  wave f r o m  a p l a n e  b o u n d a r y  o f  
t h e  i o n o s p h e r e .  F i n a l l y ,  i n  c a l c u l a t i n g  C u r v e  3 ,  w e  u s e d  c o e f f i c i e n t s  
of  r e f l e c t i o n  f r o m  a p l a n e  a i r - i o n o s p h e r e  b o u n d a r y  ( t h i s  c o r r e s p o n d s  
t o  i n t e g r a t i o n  of  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  y of t h e  t y p e  

dr 

I n  c a l c u l a t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  r e f l e c t i o n  f r o m  t h e  i o n o s p h e r e  
by t h e s e  m e t h o d s ,  t h e  p h a s e  v e l o c i t i e s  o b t a i n e d  for t h e  n o r m a l  
w a v e s  d i d  n o t  d i f f e r  s u b s t a n t i a l l y ;  t h e r e f o r e ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

d e p e n d e n c e s  of - a r e  n o t  p r e s e n t e d  i n  t h i s  w o r k .  C 

C f  1 
C T h e  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  d a m p i n g  a n d  t h e  r a t i o  - of t h e  f i r s t  
f m  

t w o  modes o n  t h e  f r e q u e n c y  a r e  shown i n  F i g u r e s  3 ( a )  a n d  3 ( b )  f o r  
t h e  d a y .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  d e p e n d e n c e s  for t h e  n o c t u r n a l  c o n d i t i o n  
o f  t h e  i o n o s p h e r e  a r e  shown i n  F i g u r e s  4 ( a )  a n d  4(b). 
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A c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  n o n - u n i f o r m i t y  o f  t h e  i o n o s p h e r e  i n  
t e r m s  o f  a l t i t u d e  r e s u l t e d  i n  a s i t u a t i o n  where  a c l e a r l y  p r o -  
nounced  minimum ( F i g .  3 ( a ) )  w a s  o b s e r v e d  i n  t h e  damping  o f  t h e  modes 
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d i u r n a l  s t a t e  of t h e  i o n o s p h e r e ;  t h e  p o s i t i o n  
o f  t h i s  minimum s h i f t e d  t o w a r d  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  w i t h  a n  i n c r e a s e  
i n  t h e  number o f  t h e  wave mode. The n o c t u r n a l  c u r v e s  f o r  t h e  
damping  ( F i g .  4 a )  i n  t h e  f r e q u e n c y  r a n g e  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  d i d  
n o t  h a v s  s u c h  s h a r p  minima for t h e  s e l e c t e d  mode l  o f  t h e  i o n o s p h e r i c  
l a y e r .  We c o u l d  a l s o  m e n t i o n  t h a t ,  i n  g o i n g  f r o m  d a y  t o  n i g h t ,  t h e  
c u r v e s  f o r  a t t e n u a t i o n  of  v a r i o u s  n o r m a l  waves  c o n v e r g e d .  C o r r e s -  
p o n d i n g l y ,  f o r  f r e q u e n c i e s  h i g h e r  t h a n  1 0 - 1 5  K H z ,  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  o s c i l l a t e d  more d u r i n g  t h e  n i g h t  t h a n  d u r i n g  t h e  d a y .  A t  
l o w e r  f r e q u e n c i e s ,  t h e  f i e l d  w a s  d e t e r m i n e d  b y  o n e  mode b o t h  d u r i n g  
t h e  d a y  a n d  t h e  n i g h t ;  t h e r e f o r e ,  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  f i e l d  on  
t h e  d i s t a n c e  and  p r o p e r t i e s  o f  t h e  i o n o s p h e r e  o b v i o u s l y  w a s  o f  a 
mono tonous  n a t u r e .  

F i g u r e s  5 ( a )  a n d  5 ( b )  show t h e  modu lus  of  t h e  damping  f u n c t i o n  
a n d  s u p p l e m e n t a r y  p h a s e  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  @su  f o r  t h e  
f i r s t  two modes i n  d e p e n d e n c e  o n  t h e  d i s t a n c e  ( i n  P i g .  5 9  t h e  l e f t -  
hand  s c a l e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s o l i d  l i n e s ,  w h i l e  t h e  r i g h t - h a n d  o n e  
c o r r e s p o n d s  t o  t h e  d o t t e d  l i n e s ) .  A s  t h e  f r e q u e n c y  i n c r e a s e s  t h e  
r o l e  o f  t h e  s e c o n d  mode becomes  more  s u b s t a n t i a l :  i f  l V l l  i s  g r e a t e r  
t h a n  IV2I a t  low f r e q u e n c i e s ,  t h e n  t h e y  become c o m p a r a b l e  a t  h i g h e r  
f r e q u e n c i e s ;  t h e n  ] V 2 ]  b e g i n s  t o  e x c e e d  I V l ] ,  a n d  t h u s  t h e  s e c o n d  
mode becomes  t h e  p r i n c i p a l  o n e .  

The d e p e n d e n c e s  o f  I V I  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  p h a s e  o f  t h e  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e J d  o n  t h e  d i s t a n c e  a r e  shown i n  F i g u r e s  6 -13  
( f o r  f r e q u e n c i e s  of  1 0 ,  1 2 ,  1 4 ,  1 6 ,  1 8  a n d  2 0  K H z ) .  F i g u r e s  6 a n d  
7 c o r r e s p o n d  t o  t h e  d i u r n a l  c o n d i t i o n  o f  t h e  i o n o s p h e r e  a t  a n  
a l t i t u d e  o f  64 km, w h i l e  F i g u r e s  8 t h r o u g h  1 3  c o r r e s p o n d  t o  t h e  
n o c t u r n a l  c o n d i t i o n ,  f o r  a l t i t u d e s  o f  8 5  a n d  9 0  km. W e  w i l l  n o t  
d i s c u s s  t h e  d e p e n d e n c e s  d e p i c t e d  i n  F i g u r e s  6 - 1 3  i n  d e t a i l ;  w e  w i l l  
o n l y  m e n t i o n  some of  t h e  r u l e s  f o r  t h e m .  A t  l ow f r e q u e n c i e s ,  b o t h  
I V l  
f r e q u e n c y  i n c r e a s e s ,  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  
a r e  m a g n i f i e d .  A t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  d i u r n a l  t o  t h e  n o c t u r n a l  con-  
d i t i o n s  r e s u l t s  i n  a s i t u a t i o n  w h e r e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  f i e l d  a r i s e  
a t  l o w e r  f r e q u e n c i e s .  When t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  i o n o s p h e r e  a r e  
k e p t  u n c h a n g e d ,  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  h e i g h t  o f  t h e  w a v e g u i d e  also 
c a u s e s  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  f i e l d  a t  l o w e r  f r e q u e n c i e s .  T h u s ,  if 
+ s u p  c h a n g e s  a l m o s t  l i n e a r l y  t h r o u g h o u t  t h e  e n t i r e  r a n g e  u n d e r  i n -  
v e s t i g a t i o n  ( 3 - 1 0 , 0 0 0  km) ,  a t  a f r e q u e n c y  o f  1 4  K H z  for a n  a l t i t u d e  
o f  85  km, i . e . ,  i f  t h e  p h a s e  v e l o c i t y  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  
d i s t a n c e ,  t h e n  t h e  r a n g e  f o r  a l i n e a r  c h a n g e  i n  @ s u p  becomes  much 
n a r r o w e r  ( 8 - 1 0 , 0 0 0  km) for t h e  same f r e q u e n c y  b u t  f o r  a n  a l t i t u d e  
o f  9 0  km ( s e e  F i g .  1 2 ) .  

a n d  o s U p  a r e  mono tonous  f u n c t i o n s  o f  t h e  d i s t a n c e .  A s  t h e  
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T H E  REFLECTION O F  A "BELL" P U L S E  F R O M  A 
S Y M M E T R I C A L  EPSTEIN MEDIUM 

L . 1 .  Bezruchenko 

ABSTRACT: The problem of the reflection of a 
"bell" pulse from a symmetrical Epstein medium 
is discussed in relation to the use of ground- 
based radiophysical methods of obtaining real 
profiles €or the electron concentration in the 
ionosphere. The criteria for formulation of 
the problem are cited, and the "spreading" of 
a reflected pulse, the displacement of the 
maximum of the reflected signal and the fre- 
quency modulation of this signal are examined. 

In using ground-based radiophysical methods of obtaining real /165 
profiles for the electron concentration in the ionosphere, it is -I 
necessary to solve the problem of the reflection of radio-frequency 
signals from nonuniform and anisotropic layers. It is a complicat- 
ed task to obtain simple formulas controlling the most characteris- 
tic physical effects with a strict formulation of the problem. 
Therefore, having specified the formulation of the problem, we will 
consider that the model of the layer and the shape of the probing 
pulse satisfy the following prerequisites: 

(1) The pulse has a narrow-band spectrum; 
( 2 )  The non-uniformity is "localized" in some layer with a 

(3) The transmitter and receiver are a great distance from the 

(4) The distribution of the electron concentration is such 

(5) The medium is isotropic and has no damping (Veff = 0 ) .  

maximum of electron concentration on the level of z = 0; 

maximum of the layer; 

that it can be modeled by an Epstein layer [l]; 

We will show the mathematical criteria for limitations 2 and 
3 below. 

In the case when conditions 2, 3 and 4 are fulfilled, we can 
characterize the layer under investigation with a graat deal of 
accuracy by some coefficient of reflection R (iw) which does not 
depend on the coordinates. F o r  a. symmetrical Epstein layer, when 
the limiting value for the concentration N(z -t t m )  = 0, R (iw) has 
the following form C27 
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whe 
w a v  

r e  r ( z )  i s  a gamma. f 
e on  t h e  l a y e r ) ,  

s i  
N 3  

t h e  
w i t  

The 

I n  
a P  

I t  
c a n  
i . e  

' u n c t i o n ;  Q = - :' ( n o r m a l  i n c i d e n c e  o f  t h e /16 - 

I 
( 2 )  

(3) 

d, = 2 vc/,2,~'N, - 1. 

I 
w+-. 4sez N, 

mc 

s a p a r a m e t e r  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  E p s t e i n  l a y e r ;  
i s  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  l a y e r  a t  t h e  maximum ( z  = 0). 

A h a r m o n i c  d e p e n d e n c e  on  t i m e  o f  t h e  t y p e  e i u t  i s  a s s u m e d .  

We w i l l  b e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  e n v e l o p e  a n d  m i c r o s t r u c t u r e  o f  
r e f l e c t e d  p u l s e ,  c o n s i d e r i n g  t h e  f o l l o w i n g  a s  t h e  p r o b i n g  p u l s e  

h " b e l l - s h a p e d "  e n v e l o p e  a n d  h i g h - f r e q u e n c y  l o a d i n g  W O :  

E ( f )  = e-"'('-fo)'pl'",' ( 4 )  

s p e c t r u m  o f  t h i s  p u l s e  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

1 

( 5 )  6 e- ,&dW -WJl e- i ( w  - 3 F ( i o )  = - 

v i e w  o f  t h e  a s s u m p t i o n s  w e  made e a r l i e r ,  t h e  r e f l e c t e d  f i e l d  o f  
l a n e  m o n o c h r o m a t i c  w a v e  i s  e x p r e s s e d  b y  t h e  f o r m u l a  

E. 
iw ( t  + -?) 

( lo) = E& R (iw). pe f 6 

I i s  o b v i o u s  t h a t ,  f o r  t h e  f i e l d  o f  t h e  r e f l e c t e d  p u l s e  i n  ( 4 1 ,  w e  
w r i t e  o u t  t h e  r e l a t i o n s h i p  i n  t h e  f o r m  o f  a F o u r i e r  i n t e g r a l ,  

.. 

I 

c o n s i d e r i n g  (5) a n d  

E. 

I I 
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n 

where 

Let us calculate (t) on the assump-tion that the layer is suf- 
ficiently "thick" in terms of the wavelength, and that the load fre- 
quency w o  i s  less than the critical one ("reflecting layer") ?.e., 
the following conditions are fulfilled: 

Then, if the conditions in (10) - (12) are fulfilled, an asymptotic 
expression is valid for the (2)-functions in (1) when the argu- 
ment has high values. 

Since the spectrum of the probing pulse is a narrow-band one, 
a substantial contribution to (9) in integration is made only by 
some region in the neighborhood of the point + Two. Using the re- 
lationship for r ( 2 )  in [31, ?.e., 

a - a'L 
22 (13) In r ( z  - 1 -  a) = In r (z )  + a In z - - + e.., 

which is valid at Iz + a / > >  1 and lal<<lzI, we can obtain the fol- 
lowing asymptotic expression in the neighborhood of w = w o  k 6 for 
the ratio R (iwo). R (iwo)' 

- ( i8Q)2  A - is52 (B - C), R (i-) in--- 
R( lw0)  

where 
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Having  p l a c e d  ( 1 4 )  u n d e r  t h e  s i g n  o f  t h e  i n t e g r a l  o f  ( 9 ) ,  w e  f i n d  
t h a t  

where  

(21) 

and  6 0  d e t e r m i n e s  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  r e g i o n  w h e r e  t h e  i n t e g r a n d  
m a k e s  a s u b s t a n t i a l  c o n t r i b u t i o n  t o  (21). 

The i n t e g r a l  o f  @ ( t )  can now b e  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  a i d  of  
t h e  i n t e g r a l s  o f  p r o b a b i l i t y  f r o m  t h e  complex  a r g u m e n t  i n  C41. 
However ,  h a v i n g  r e p l a c e d  t h e  l i m i t  i n  (21) b y  i n f i n i t y ,  w e  can f i n d  
t h e  f o l l o w i n g  for t h e  f i e l d  o f  t h e  r e f l e c t e d  p u l s e ,  w i t h  a g r e a t  
d e a l  of a c c u r a c y :  

w h e r e  /168 

C o n s i d e r i n g  t h a t  cr2 a n d  D2 a r e  complex  v a l u e s ,  w e  c a n  o b t a i n  t h e  
f o l l a w i n g  e x p r e s s i o n s  a f t e r  r a t h e r  s i m p l e  c o n v e r s i o n s :  

%J! (7) = Re - 4nn - - ~ ~ ( 1  + 4 Re Aa2Ge) [[T - to -- ~ ~ 1 %  - 01 

1 w h e r e  
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O b v i o u s l y ,  Y ( T )  a n d  $I ( .T I  c o n t a i n  a l l  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
p u l s e d  e f f e c t  a n d  d e s c r i b e  t h e  e n v e l o p e  o f  F ( r )  a n d  t h e  p h a s e  0 ( ~ )  
i n  t i m e ,  r e s p e c t i v e l y .  The v a l u e  T O  c h a r a c y e r i z e s  t h e  d i s p l a c e m e n t  
of  t h e  maximum o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  r e l a t i v e  t o  t h e  t i m e  T - ~ o .  
I t  f o l l o w s  f rom (26) t h a t  t h e  minimum a t t e n u a t i o n  o f  t h e  a m p l i t u d e  
o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  (for T - ~ O  = T O )  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  v a l u e  

Hav ing  s t u d i e d  ( 2 8 )  a n d  (29), w e  c a n  d raw t h e  f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s  
c o n c e r n i n g  some o f  t h e  p h y s i c a l  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l .  

1. " S p r e a d i n g "  o f  t h e  r e f l e c t e d  p u l s e .  If we d e t e r m i n e  t h e  
d u r a t i o n  o f  t h e  p r o b i n g  p u l s e  A t :  on t h e  l e v e l  where  t h e  e n v e l o p e  
i s  i n c i d e n t  5 t i m e s ,  i . e .  c ~ ~ i t - t o ) ~  = 1, t h e n  f o r  t i  = 1 0 0  p s e c ,  
t h e  p a r a m e t e r  B = 2-104 s e c -  . 

I t  c a n  b e  s e e n  f o r m  ( 2 5 )  t h a t  t h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  e n v e l o p e  
f o r  t h e  r e f l e c t e d  p u l s e  i s  c h a r a c t e r i z e d  by  t h e  p a r a m e t e r  $ :  

pz = a?%. ( 3 1 )  

D i s r e g a r d i n g  t h e  v a l u e s  o f  s e c o n d  o r d e r ,  we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  a p -  
p r o x i m a t i n g  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  " s p r e a d i n g "  o f  t h e  p u l s e ,  f o r  " t h i c k "  
l a y e r s  : 

/It on t h e  c o n d i t i o n  t h a t  w k - w o < w o  o r  - 

i n  t h e  case  when t h e  l o a d  f r e q u e n c y  i s  f a r  f r o m  t h e  c r i t i c a l  f r c -  
q u e n c y  of t h e  l a y e r .  

T h u s ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  a n t i c i p a t e d  s p r e a d i n g  o f  t h e  r e f l e c t -  
e d  p u l s e  f o r  " t h i c k "  l a y e r s  s a t i s f y s  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y :  

I t  c a n  b e  s e e n  f rom ( 3 4 ) ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t h a t  t h e  s p r e a d i n g  i n c r e a s e s  
a s . t h e  l o a d  f r e q u e n c y  a p p r o a c h e s  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y .  However ,  
w e  s h o u l d  n o t e  t h a t  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( 3 4 )  i s  o f  a n  a s y m p t o t i c  n a -  
t u r e ,  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  ( 1 0 )  - (12), a n d  t h e  l i m i t  

/ 
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t r a n s i t i o n  w o  -t w k  i s  f o r b i d d e n .  

2 .  D i s p l a c e m e n t  o f  t h e  maximum o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l .  I t  
c a n  b e  s e e n  f rom ( 2 5 )  t h a t  t h e  maximum o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  d i s -  
p l a c e s  by  a v a l u e  o f  T Q  d e t e r m i n e d  b y  ( 2 7 ) .  I t  f o l l o w s  f r o m  (27) 
t h a t  

I n  v i e w  o f  t h e  l i m i t a t i o n  of ( 1 2 )  a n d  (131, t h e  s o l u t i o n  i s  v a l i d  

o n  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  w o > * .  I n  t h i s  r e g a r d ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  
6 

T O < O  on t h e  w h o l e ,  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  maximum o f  t h e  r e f l e c t e d  
s i g n a l  a r i s e s  w i t h  some d e l a y  r e l a t i v e  t o  t h e  moment o f  t i m e  T = 

3 .  F r e q u e n c y  m o d u l a t i o n  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l .  The  e x p r e s -  
s i o n  i n  ( 2 6 )  for t h e  p:?ase @(T) c o n t a i n s  a t e r m  wh ich  c h a n g e s  i n  
t i m e  a c c o r d i n g  t o  t h e  q u a d r a t i c  l a w .  

I f  w e  d e f i n e  t h e  l o a d  f r e q u e n c y  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  w o  ref 
a s  t h e  d e r i v a t i v e  i n  t i m e  o f  t h e  p h a s e  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l ,  
t h e n  it is  o b v i o u s  t h a t  

E x p r e s s i o n  ( 3 7 )  d e f i n e : ;  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  c o n s t a n t  s h i f t  i n  l o a d  
f r e q u e n c y  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  i n  r e l a t i o n  t o  W O ,  and  t h e  
f o l l o w i n g  for t h i c k  l a y e r s :  

I f  t h e  d u r a t i o n  of t h e  r e f l e c t e d  p u l s e  t i  ref  i s  a l s o  d e f i n e d  
on  t h e  l e v e l  w h e r e  t h e  e n v e l o p e  d e c r e a s e s  5 t i m e s ,  t h e n  

L 

and 

where  



T h u s ,  t h e  l o a d  f r e q u e n c y  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  w o  re f  c h a n g e s  
l i n e a r l y  i n  t i m e ,  a n d ,  s i n c e  I m  A < 0 for " t h i c k "  l a y e r s ,  w o  ref  
i n c r e a s e s  f r o m  a v a l u e  o f  w g - A w - w m  a t  T - ~ O  < T O  t o  a v a l u e  o f  
w 0 - A w + w m  a t  - r - t o > - r o .  

The  e f f e c t  o f  t h e  f r e q u e n c y  m o d u l a t i o n  o f  t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  
c a n  b e  e x p l a i n e d  b y  t h e  d i s p e r s i o n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r e f l e c t e d  l a y e r .  

a n  
t h  

F i n a l l y ,  l e t  u s  e v a l u a t e  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  A ,  ' 0 ,  A W  
d a m  i n  t h a t  ca se  when t h e  r e f l e c t i o n  o r i g i n a t e s  f r o m  a l a y e r  of 
e i o n o s p h e r e  m o d e l e d  by t h e  E p s t e i n  l a y e r .  An a n a l y s i s  o f  t h e  

e x p e r i m e n t a l  d a t a  o n  t h e  p r o f i l e s  o f  t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  
[ 5 ,  6 ,  7 1  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  5 f o r  v a r i o u s  a l t i t u d e s :  

for t h e  u p p e r  b r a n c h  o f  t h e  F - l a y e r  ( h  > 2 5 0  km),  s - 9 0  k m ,  
for t h e  lower b r a n c h  o f  t h e  F - l a y e r  ( 1 2 0  km < h  < 2 5 0  k m ) ,  s - 3 0  km, 
for t h e  l o w e r  b r a n c h  of  t h e  E - l a y e r  ( 8 0  km < h < 1 2 0  km) ,  s - 5 km. 

We c a n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  c r i t e r i o n  f o r  v a l i d i t y  o f  t h e  
l i m i t a t i o n s  imposed  e a r l i e r  f r o m  a n  i n v e s t i g a t i o n  o€ t h e  s t r i c t  
s o l u t i o n  f o r  t h e  E p s t e i n  l a y e r  [ 2 ] :  

From t h e  p o i n t  o f  v i e w  of  t h e  a p p a r a t u s  o f  t h e  s t a n d a r d  e q u a t i o n s ,  
t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( 4 2 )  c o n s i s t s  i n  t h e  g r e a t  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  r e v e r s a l  p o i n t  a n d  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e .  
E v a l u a t i o n s  show t h a t ,  i n  t h e  r a n g e  o f  p r o b i n g  f r e q u e n c i e s  o n  t h e  
o r d e r  of 1 - 3 M H z ,  t h e  r e q u i s i t e  [ a c c o r d i n g  t o  ( 4 2 ) l  d i s t a n c e  
b e t w e e n  t h e  o b s e r v a t i o n  s i t e  - z and  t h e  maximum o f  t h e  l a y e r  ( Z  = 0 )  
i s  e q u a l  t o :  

For t h e  E - l a y e r ,  z 2 5 0  km, 
For t h e  F - l a y e r ,  z - > 2 2 0  km. 

S i n c e  t h e  m a x i m a  o f  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  o f  t h e  E -  and F - l a y e r s  a r e  
l o c a t e d  a t  a l t i t u d e s  of  a p p r o x i m a t e l y  1 2 0  a n d  2 5 0  k m ,  r e s p e c t i v e l y ,  
t h e n  t h e  c o n d i t i o n  of  " l o c a l i z a t i o n  o f  t h e  n o n - u n i f o r m i t y "  i s  
e a s i l y  f u l f i l l e d  i n  many cases  o f  r e a l  N ( h )  - p r o f i l e s ,  a l l  t h e  more  
s o  when t h e  g r a d i e n t s  o f  t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  a r e  h i g h e r .  

U s i n g  s p e c i f i c  v a l u e s  o f  2, w e  c a n  o b ' t a i n  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  
o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r e f l e c t e d  p u l s e  of i n t e r e s t  t o  u s  i n  t h e  
ca se  o f  " t h i c k  l a y e r s "  ( s e e  t h e  t a b l e ) .  

A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  t a b l e ,  t h e  e f f e c t s  c o n c e r n i n g  t h e  l a y e r s  
o f  t h e  i o n o s p h e r e  d i s c u s s e d  b e f o r e  a r e  n o t  a r b i t r a r i l y  g r e a t .  
However ,  t h e  v a l u e s  f o r  t h e  f r e q u e n c y  m o d u l a t i o n  om becomes  s u b s t a n -  
t i a l ,  a n d  i t  i s  i n t e r e s t i n g ,  t h a t  f o r  f r e q u e n c i e s  o f  w o  < w k  - ( d o  , 
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p a r a m e t e r  wm p r a c t i c a l l y  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  Wky a n d  c o n s e q u e n t l y  
N s t a g ,  
r a c t e r i z e s  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  p r o f i l e .  

and  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p a r a m e t e r  2, which  

An e x p e r i m e n t a l  o b s e r v a t i o n  o f  t h e  e f f e c t  o f  f r e q u e n c y  m o d u l a r  
n of t h e  r e f l e c t e d  s i g n a l  would  g i v e  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  on 

r a t e  o f  t h e  c h a n g e  i n  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  w i t h  a l t i t u d e  i n  
n e i g h b o r h o o d  of t h e  maximum o f  t h e  r e f l e c t i n g  l a y e r .  
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PERTURBATION O F  E L E C T R O M AGNETIC F I E L D S  BY M O V I N G  BODIES 

V.S. Gerasimov a n d  V.N. Krasil'nikov 

ABSTRACT: The a u t h o r s  d i s c u s s  t h e  p e r t u r b a t i o n  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  by  mov ing  b o d i e s .  The 
c a l c u l a t i o n s  i n  t h i s  a r t i c l e  show t h a t ,  i f  a 
body i s  e x t e n d e d  i n t o  a n  e l l i p s o i d  w i t h  a x i s  
o r t h o g o n a l  t o  t h e  f i e l d  ( e l e c t r i c  or m a g n e t i c ) ,  
m a i n t a i n i n g  a c o n s t a n t  v o l u m e ,  t h e n  t h e  d i s t u r -  
b a n c e s  i t  u n d e r g o e s  ( i n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  
e l e c t r i c  or m a g n e t i c  f i e l d )  d e c r e a s e  w i t h  a n  i n -  
c r e a s e  o f  t h i s  a x i s .  

The m o t i o n  o f  b o d i e s  i n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  c a u s e s  c e r t a i n  /173 
d i s t u r b a n c e s  whose  n a t u r e  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  
of t h e  medium a n d  c i r c u m s t a n c e s  o f  t h e  m o t i o n .  I n  t h i s  r e p o r t ,  w e  
w i l l  i n v e s t i g a t e  o n e  p a r t i c u l a r  c a s e  w h i c h  l e n d s  e a s i l y  t o  m a t h e -  
m a t i c a l  d e s c r i p t i o n .  

L e t  a body  w h i c h  h a s  t h e  s h a p e  o f  a n  e l l i p s o i d  move a t  a 
c o n s t a n 5  v e l o c i t y  3 t h r o u g h  a u n i f o r m  m a g n e t i c  f i e l d  e x i s t i n g  i n  
vacuum H 0 . l  We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  s u b s t a n c e  o f  t h e  body  i s  
c o n d u c t i v e  ( a  > O ) ,  w h i l e  i t s  m a g n e t i c  s u s c e p t i b i l i t y  i s  c o n s t a n t .  

T h e  me thod  f o r  t h e  s o l u t i o n  is b a s e d  o n  a s u c c e s s i v e  e x a m i n a -  
t i o n  o f  two  r e f e r e n c e  s y s t e m s  w i t h  p a r a l l e l  s p a t i a l  a x e s :  a s y s t e m  
- K w i t h  c o o r d i n a t e s  x ,  y ,  z ( r e l a t i v e  t o  w h i c h  t h e  body  m o v e s )  a n d  
a s y s t e m  K '  w i t h  c o o r d i n a t e s  ' x ,  ' y ,  l z  ( i n  w h i c h  t h e  body  i s  a t  
res t  1 .  

We w i l l  a s s u m e  t h a t  a u n i f o r m  m a g n e t o s t a t i c  f i e l d  80 a s s i g n e d  
i n  t h e  s y s t e m  K i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  z a x i s ,  : .e . ,  - - 

-P + 
H ,  = Hoe, 

( f o r  t h e + s y m b o l s S  zx, gY a n d  8 z  a r e  t h e  b a s i s  v e c t o r s  of t h e  s y s t e m  
K ;  Z l x ,  e l  
t h e  r a t e  08 movement o f  t h e  body  V i s  g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a  

a n d  e l z  a r e  t h e  b a s i s + v e c t o r s  o f  t h e  s y s t e m  K t ) ,  w h i l e  

I The  movement t h r o u g h  a n  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  c a n  a l s o  b e  e x a m i n e d  
w i t h  t h e  same s u c c e s s .  
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Using  t h e  L o r e n t p  t r a n s f o r m  f o r  t h e  f i e l d  i n  (l), we c a n  f i n d  t h e  
v e c t o r s  E l o  a n d  H'o d e s c r i b i n g  t h e  f i e l d  i n  (1) i n  t h e  s y s t e m  K :  

at 

l i  , z, H,,,;) (Lo 

where  5 i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t  i n  vacu;lrr,; 

t h e  i n d i c e s  ( 1  a n d L  s i g n i f y  t h a t  we a r e  t a k i n g  t h e  component  o f  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  v e c t o r  as  p a r a l l e l  t o  t h e  v e l o c i t y  o f  r e l a t i v e  move- 
ment  o f  t h e  r e f e r e n c e  s y s t e m s ,  or p e r p e ~ d i c u l 2 r  t o  it [ 2 ] ;  t h e .  
f i e l d  z t 0  i s  o r t h o g o n a l  t o  t h e  v e c t o r s  V and  Ho. 

Now we mus t  f i n d  t h e  e l e c t r i c  and  m a g n e t i c  d i s t u r b a n c e s  i n  t h e  
s y s t e m  K '  which  a r e  c a u s e d  by p u t t i n g  i n  t h e  f i e l d  o f  ( 3 ) - ( 4 )  a n  
immobi l e  c o n d u c t i n g  e l l i p s o i d  o f  a m a g n e t .  The r e l e v a n t  s t a t i c  
p r o b l e m  h a s  a we l l -known [ S I  s o l u t i o n  which  p e r m i t s  u s  t o  e x p r e s s  
t h e  unknown p o t e n t i a l s  0' a n d  Y '  i n  t e r m s  o f  t h e  e l l i p t i c a l  i n t e g r a l  
o f  t y p e  11. For t h e  s a k e  o f  b r e v i t y  i n  t h e  p r e s e n t a t i o n ,  we w i l l  
l i m i t  o u r s e l v e s  t o  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  p a r t i c u l a r  
c a s e .  

L e t  t h e  m a j o r  s e m i - a x i s  a o f  t h e  r e v o l v i n g  e l l i p s o i d  b e  
d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  ' x ;  t k e  o r i g i n  of  t h e  r e f e r e n c e  s y s t e m  i s  
i n  t h e  m i d d l e  b e t w e e n  t h e  f o c i  o f  t h e  e l l i p s o i d ,  and  t h e  s y s t e m  K '  
moves r e l a t i v e  t o  K i n  s u c h  a way t h a t  t h e  a x i s  'x s l i d e s  a l o n g  t h e  
a x i s  x a t  a v e l o c i t y  o f  v x s x .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  f i e l d  d i s t u r b a n c e s  
a r i s i n g  o u t s i d e  t h e  body a r e  d e s c r i b e d  by t h e  f o l l o w i n g  p o t e n t i a l s  
C 3 l :  

5 I 

where  R c  = 
s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s  d e t e r m i n e d  by t h e  e q u a t i o n  [ S I  

( 5  + b 2 ) m ;  5 i s  a v a r i a b l e  i n  t h e  e l l i p s o i d a l  
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- a is t h e  m a j o r  s e m i - a x i s ;  - b i s  t h e  m i n o r  s e m i - a x i s  o f  t h e  e l l i p s o i d ;  

p i s  t h e  m a g n e t i c  s u s c e p t i b i l i t y  of  t h e  b o d y .  

By i d e n t i t y  c o n v e r s i o n s  ( w h i c h  w e  w i l l  n o t  c a r r y  o u t  h e r e ) ,  / 1 7 5  
( 5 )  and  ( 6 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  f o l l o w i n g  r e p r e s e n -  
t a t i o n  i s  v a l i d  f o r  @ ' :  

/ 211 , 1 . It f , 

\ -----I- - In L 
& - j *  f a + j  

w h e r e  f i s  o n e  h a l f  t h e  i n t e r f o c a l  d i s t a n c e ;  

I 
- 2  
-- - [ V G  

(10 

(11 

r l l  a n d  r ' 2  a r e  t h e  f o c a l  r a d i i  o f  t h e  e l l i p s o i d s  r e p r e s e n t i n g  t h e  
c o o r d i n a t e  s u r f a c e s .  The c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  v e c t o r  
i n  t h e  s y s t e m  K 1  a re  f o u n d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  

E 

where  

,' , . -E;-  

) 

(12 

(13 

(14 

U s i n g  t h e  L o r e n t z  t r a n s f o r m s  a s e c o n d  t i m e ,  i t  i s  e a s y  t o  
d e t e r m i n e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i n  t h e  s y s t e m  K :  I 
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w h e r e  we u s e d  t h e  s y m b o l s  y = v c o s e ;  z = v s i n 8 ;  T = v x t .  A t  f + 0 ,  
we f i n d  t h e  f o r m u l a  for a s p h e r e .  

L e t  u s  s e l e c t  some p l a n e  wh ich  i s  o r t h o g o n a l  t o  t h e  t r a j e c t o r y  
o f  movement ,  for e x a m p l e  x = 0 .  We c a n  s e l e c t  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t s  

c h a n g e  i n  v a l u e  of t h e  f i e l d  c o m p o n e n t s  a t  t h e s e  p o i n t s  i n  d e p e n d e n c e  
on  t h e  t i m e .  T h e s e  c h a n g e s  a r e  c a u s e d  by  two f a c t o r s :  a t u r n  o f  t h e  

on  t h i s  p l a n e ,  f i x i n g  t h e  v a l u e s  of  v a n d  0, and  t h e n  f i n d  t h e  /1 

-r I V I .  

-1 1 2 t  

I-' 
F i g .  1. 

1 - 1 6 '  
v -2 v=4  

Fig. 2 .  
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v e c t o r  E i n  s p a c e  a n d  a d e c r e a s e  i n  f i e l d  i n t e n s i t y  w i t h  t h e  d i s -  
t a n c e .  F o r  e x a m p l e ,  l e t  u s  t a k e  t h e  p o i n t s  0 = ~ / 4 ;  v = 1. The 
c h a n g e s  o f  t h e  f i e l d  i n  i t  a p p e a r  as shown i n  F i g u r e  1. 

The p r o c e s s  i s  l e n g t h e n e d  i n  t i m e  when t h e  d i s t a n c e  v i n -  
c r e a s e s .  F i g u r e  2 shows t h e  c h a n g e  i n  E, f o r  v = 1, v = 2 and  
v = 4 .  

The i n t e n s i t y  o f  t h e  f i e l d  d e c r e a s e s  a c c o r d i n g  t o  a l a w  c l o s e  
t o  v - 3 .  

The e l e c t r i c a l  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  body by  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
L o r e n t z  f o r c e  ( f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  o b s e r v e r  a t  r e s t )  i s  
p r o p o r t i o n a l  t o  V / c .  The m a g n e t i c  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  body d o e s  
n o t  d e p e n d  on t h e  v a l u e  3f V / c ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  
d i s t u r b a n c e s  a r e  g r e a t e r  i n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  ( i n  t h e  G a u s s i a n  
u n i t  s y s t e m )  t h a n  t h e  e l e c t r i c a l  v a l u e s  f o r  l ow v e l o c i t i e s .  They 
c a n  be  w r i t t e n  o u t  w i t h  t h e  a i d  o f  f o r m u l a s  s i m i l a r  t o  (15)-(17), 
i f  g > >  1: 

3 2 ~ H h  fZ(x- F) v sin R 

321Hif2v2 sin2 0 (rl + ra) 

7: [ 4 h +  4 1 rl+r¶-2f  - H,=- 

( 1 8 )  

(19) 

;I, = [VI + rd2 - 4f21 ( r l +  r l )  rlrz ' 

I f y  = A [crl+ r¶)* - 4f2p r,r, ; 

+ f ' n r l  + f ¶  + Zf ] V I  + r2)* - 4 P  
( 2 0 )  

16yH&r sin 28 (TI + rs) - 
A iVt + r,F - 4 P P  r,r, * 

F o r m u l a s  (15)-(17) a n d  (18)-(20) p e r m i t  u s  t o  compare  d i s t u r b -  
a n c e s  a r i s i n g  as a r e s u l t  o f  
m o t i o n  o f  e l l i p s o i d s  w i t h  d i f -  
f e r e n t  i n t e r f o c a l  d i s t a n c e s  and  
e c c e n t r i c i t i e s .  F o r  e x a m p l e ,  
we c a n  compare  a s p h e r e  w i t h  
r a d i u s  e q u a l  t o  t h e  m i n o r  s e m i -  
a x i s  b o f  a n  e l l i p s o i d  t o  a n  
e l l i p s o i d  f o r  wh ich  t h e  m a j o r  
s e m i a x i s  a i s  e q u a l  t o  1 0  - b .  - 

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  max- 
imum d i s t u r b a n c e s  a t  t h e  moment 
o f  t i m e  T = 0 a t  B = ~ / 4  ( F i g .  3 )  
f o r  t h e  component  E,, i n  d e -  
p e n d e n c e  on t h e  d i s t a n c e .  I t  

F i g .  3 .  f o l l o w s  f r o m  t h e  f o r m u l a s  ob -  
t a i n e d  t h a t ,  i f  a body i s  e x -  

t e n d e d  i n t o  a n  e l l i p s o i d  w i t h  a x i s  2a o r t h o g o n a l  t o  t h e  f i e l d  
( e l e c t r i c  or m a g n e t i c ) ,  m a i n t a i n i n g  a c o n s t a n t  v o l u m e ,  t h e n  t h e  
d i s t u r b a n c e s  i t  u n d e r g o e s  ( i n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  e l e c t r i c  or 
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m a g n e t i c  f i e l d )  d e c r e a s e  w i t h  a n  i n c r e a s e  o f  t h e  a x i s  2a. I f  we 
c o n s i d e r  t h a t  case when t h e  m a j o r  s e m i - a x i s  o f  an e l l i p s e  e x t e n d s  
a l o n g  t h e  f i e l d ,  t h e n  t h e  d i s t u r b a n c e s  i n c r e a s e .  We s h o u l d  also 
m e n t i o n  t h a t ,  f o r  v e l o c i t i e s  c o m p a r a b l e  t o  t h e  s p e e d  o f  l i g h t ,  
t h e r e  i s  an  i n c r e a s e  i n  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  c h a n g e  i n  f i e l d  b y  a 
f a c t o r  o f  y 2  and  " c o n t r a c t i o n "  i n  t i m e  by  a f a c t o r  of y .  
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ERRORS IN DETERMINING T H E  C H A R A C T E R I S T I C S  O F  SUPERLONG-WAVE 
PROPAGATION B Y  T H E  M E T H O D  O F  H A R M O N I C  ANALYSIS O F  

T H E  FORMS O F  A T M O S P H E R I C S  

V . A .  K r i v o s h e i n  a n d  A.B. O r l o v  

ABSTkACT: The e r r o r s  i n v o l v e d  i n  d e t e r m i n i n g  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s u p e r l o n g - w a v e  p r o p a g a -  
t i o n  by  t h e  me thod  o f  h a r m o n i c  a n a l y s i s  o f  t h e  
f o r m s  o f  a t m o s p h e r i c s  a r e  d i s c u s s e d ,  a n d  me th -  
ods o f  e l i m i n a t i n g  them a re  i n v e s t i g a t e d .  The 
a r t i c l e  c o n t a i n s  a d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  
a l g o r i t h m s  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  a t t e n u a t i o n s  
a n d  p h a s e  v e l o c i t i e s  w i t h  t h e  p u r p o s e  o f  f i n d -  
i n g  t h e  s o u r c e s  o f  p o s s i b l e  e r r o r s ,  t h e  s p e c i -  
f i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  % h e s e  e r r o r s ,  a n d  e s t i -  
m a t e s  o f  t h e i r  m a g n i t u d e .  

The m e t h o d  o f  s t u d y i n g  t h e  r u l e s  f o r  p r o p a g a t i o n  o f  s u p e r l o n g  /178 
r a d i o - f r e q u e n c y  waves ( f r e q u e n c y  o f  1 - 30 KHz) w h i c h  i s  b a s e d  o n  
a n  a n a l y s i s  o f  t h e  s p e c t r a l  c o m p o s i t i o n  o f  a t m o s p h e r i c s  i s  w e l l  
known. The s t u d i e s  i n  t h i s  f i e l d  a r e  n u m e r o u s :  among t h e  m o s t  
i m p o r t a n t  o n e s ,  w e  s h o u l d  m e n t i o n  [l-51. However ,  t h e  a u t h o r s  
o f  t h e s e  s t u d i e s  d i d  n o t  make a d e t a i l e d  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  a l -  
g o r i t h m s  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  a t t e n u a t i o n s  a n d  p h a s e  v e l o c i t i e s  
w i t h  t h e  p u r p o s e  o f  f i n d i n g  t h e  s o u r c e s  o f  p o s s i b l e  e r r o r s ,  t h e  
s p e c i f i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e s e  e r r o r s  a n d  e s t i m a t e s  o f  t h e i r  
m a g n i t u d e .  We w i l l  a t t e m p t  t o  c a r r y  o u t  s u c h  a n  i n v e s t i g a t i o n  
a n d  e v a l u a t i o n  i n  t h i s  s t u d y .  The f i r s t  s e c t i o n  c o n t a i n s  a g e n -  
e r a l i z a t i o n  o f  t h e  m e t h o d s  a n d  a l g o r i t h m s  p r o p o s e d  e a r l i e r .  The 
m a t e r i a l s  p r e s e n t e d  i n  t h e  s u b s e q u e n t  s e c t i o n s  a r e  p a r t i a l l y  
b a s e d  on  w o r k s  [ S ,  7 1  w h i c h  a p p e a r e d  r e c e n t l y ,  a n d  t h e y  a p p l y  
s t a t i s t i c a l  m e t h o d s  t o  t h e  p r o b l e m s  c i t e d  a b o v e .  

S e c t i o n  1. A l g o r i t h m s  f o r  C a l c u l a t i n g  t h e  P r o p a g a t i o n  
C h a r a c t e r i s t i c s  

A s  i s  w e l l  known ( s e e  [ 8 ,  9 1 ,  f o r  e x a m p l e ) ,  t h e  s p e c t r u m  o f  
t h e  v e r t i c a l  component  o f  a n  e l e c t r i c  f i e l d  E (ju, D) o f  a t m o s -  
p h e r i c s  c a n  b e  d e s c r i b e d  w e l l  w i t h i n  t h e  f r amework  o f  a s i n g l e -  
mode r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  p r o c e s s e s  for grea- t  d i s -  
t a n c e s  D f r o m  t h e  s o u r c e  ( D  > 1 0 0 0  - 2 0 0 0  km) a n d  f o r  f r e q u e n c i e s  
l o w e r  t h a n  1 2  - 1 3  KHz ( d e p e n d i n g  on  t h e  s t a t e  o f  t h e  c o u r s e  d a y -  
n i g h t  a n d  i t s  l e n g t h ) .  I t  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  
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where  C ( j w )  i s  a f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  f a c t o r  w h i c h  d o e s  n o t  depend  
on  t h e  d i s t a n c e  a n d  wh ich  i n c l u d e s ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  o f  t h e  e m i s s i o n  s o u r c e  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  e x c i t a t i o n  
o f  t h e  w a v e g u i d e  e a r t h - i o n o s p h e r e ;  a ( w )  i s  a f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  
p a r a m e t e r  w h i c h  c h a r a c t e r i z e s  t h e  v e l o c i t y  o f  e x p o n e n t i a l  a t t e n u a -  
t i o n  o f  t h e  s p e c t r a l  componen t s  o f  a s i g n a l  i n  i t s  p r o p a g a t i o n  
a l o n g  t h e  c o u r s e ;  B ( w )  i s  t h e  i n c r e a s e  i n  p h a s e  o f  t h e  s p e c t r a l  
component  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s  i n  p r o p a g a t i o n  p e r  u n i t  l e n g t h ;  a 
i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  e a r t h .  

The s p e c t r u m  F ( j w ,  D) o f  t h e  s i g n a l  f i x e d  o n  t h e  o s c i l l o -  
g r a p h  r e c o r d e r  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  f i e l d  E 
( j w ,  D) c a l i b r a t e d  by  t h e  f a c t o r  k ,  a n d  c a n  b e  c a l c u l a t e d  by  a 
t i m e  o s c i l l o g r a m  f ( t ,  D) by way o f  a F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n :  

Where Ts i s  t h e  i n t e r v a l  f o r  o b s e r v a t i o n  o f  t h e  s i g n a l  f ( t ,  D). 
W e  s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  (1) a n d  ( 2 )  p r e s u p p o s e  a s e l e c t i o n  o f  t h e  
b e g i n n i n g  o f  t i m e  r e a d i n g  t = 0 ,  i n  e x a m i n i n g  t h e  d e p e n d e n c e  o f  
t h e  f i e l d  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s  o n  t i m e ,  a t  t h e  p o i n t  o f  t h e  m a t h e -  
m a t i c a l  f r o n t  p r o p a g a t i n g  a t  t h e  s p e e d  o f  l i g h t  c .  The s u p p l e -  

m e n t a r y  f a c t o r  e j’ D i s  n o t  n e e d e d  i n  (1) f o r  s u c h  a s e l e c t i o n  

of t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t i m e  r e a d i n g .  

The a l g o r i t h m s  f o r  c a l c u l a t i n g  a t t e n u a t i o n  a(@) a r e  s i m p l e s t  
( s e e  [ 4 ] ,  f o r  examp’ le) .  U s i n g  t h e  s p e c t r a  o f  two a t m o s p h e r i c s  
r e c o r d e d  f rom t h e  same s o u r c e ,  wh ich  a r e  d i s t a n c e s  o f  D1 a n d  D2 
f rom it  (D2 Di), we c a n  d e t e r m i n e  c i ( w ) :  

Where G ( w ,  D i )  is t h e  modu lus  o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m  i n  d e c i b e l s  
r e l a t i v e  t o  some m e a s u r e m e n t  u n i t  E o ,  

w h i l e  D a n d  a a r e  e x p r e s s e d  i n  t h o u s a n d  k i l o m e t e r s .  

A s t u d y  of  t h e  r u l e s  f o r  t h e  p h a s e  c h a n g e  w i t h  d i s t a n c e  i s  
g r e a t l y  c o m p l i c a t e d  by  t h e  a m b i g u i t y  o f  t h e  2 rl - v a l u e s  f o r  t h e  
p h a s e  o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m :  
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w h e r e  1 = 0 ,  i 1, 5 2 
b i a u o u s  d e t e r m i n a t i o n  

... I n  t h i s  r e g a r d ,  t h e  p r o b l e m  o f  a n  unam- 
of: t h e  Dhase  v e l o c i t i e s  V..L ( w )  c a n  b e  s o l v e d  - pi,  . . 

o n l y  by  u s i n g  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n :  

(1) C o n t i n u i t y  o f  t h e  t h e o r e t i c a l l y  c a l c u l a t e d  d e p e n d e n c e  
Vph=V h (0) [l, 2 1  or, w h i c h  i s  t h e  same, t h e  c o n t i n u i t y  o f  t h e  
d e p e n s e n c e  B = B ( w ) ;  

a 8  
( 2 )  The r e l a t i v e l y  s m a l l  ( c o m p a r e d  t o  aw D )  v a l u e  o f  t h e  

c u r v a t u r e  f o r  t h e  d e p e n d e n c e  a r g  C ( j w )  o n  t h e  f r e q u e n c y  a n d  t h e  
c o n t i n u i t y  o f  t h i s  d e p e r . d e n c e  ( f o r  t h e  p h a s e  c h a r a c t e r i s t i c s  of 
t h e  a t m o s p h e r i c s  o f  t h e  n e a r e s t  z o n e ,  s e e  [ l o ] ,  for t h e i r  r e l a -  
t i v e l y  s m a l l  c o n t r i b u t i o n  t o  (pz ( w ,  D), s e e  Ell], a n d  f o r  t h e  
a r g u m e n t  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  e x c i t a t i o n ,  ( s e e  [SI); 

(3) The p r o v i s i o n z . 1  v a l u e  ( t h e  r e q u i s i t e  p r e c i s i o n  w i l l  b e  
shown b e l o w )  o f  t h e  v e l o c i t y  Vph f o r  some d e f i n i t e  f r e q u e n c y ,  
w h i c h  i s  o b t a i n e d  t h e o r e t i c a l l y  or e x p e r i m e n t a l l y  a c c o r d i n g  t o  
o b s e r v a t i o n s  o f  s u p e r l o n g - w a v e  s i g n a l s  b y  r a d i o  s t a t i o n s .  

C o n s i d e r i n g  p o i n t s  1 a n d  2 ,  t h e  p h a s e  s p e c t r u m  (p ( w ,  D )  c a n  
a l w a y s  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  a s m o o t h  c u r v e  by  m a t c h i n g  
s i n g l e  p a r t s  o f  t h e  p h a s e  c h a r a c t e r i s t i c  ( d u e  t o  a c o r r e s p o n d i n g  
s e l e c t i o n  of t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  a r g  F ( j w ,  D )  o f  number  1). 
Runn ing  a h e a d  [ s ee  ( 1 8 )  a n d  ( 2 6 )  i n  s e c t i o n  3 1 ,  w e  s h o u l d  men tFon  
t h a t  t h e  r a t h e r  s m o o t h  n a t u r e  o f  (p ( w ,  D )  c a n  b e  d e s t r o y e d ,  i n  
p r i n c i p l e ,  a s  a r e s u l t  o f  e r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t i o n ,  w h i c h  c a n  
c o m p l i c a t e  t h e  m a t c h i n g  o p e r a t i o n .  As w i l l  b e  shown ,  t h e  i n t e r v a l  
for c o r r e l a t i o n  o f  Awk b y  f r e q u e n c y  i s  e q u a l  t o  - f o r  t h e s e  

e r r o r s .  T h i s  d i s t o r t i n g  e f f e c t  o f  n o i s e s  m u s t  b e  c o n s i d e r e d  o n l y  
f o r  e r r o r s  i n v o l v e d  i n  E! c a l c u l q t i o n  o f  04 w h i c h  a r e  c o m m e n s u r a t e  
w i t h  I T ;  f o r  e x a m p l e ,  f o r  u(p 23. N a t u r a l l y ,  t h e  m a t c h i n g  o p e r a -  

t i o n  r e q u i r e s  r a t h e r  c l o s e  a d j a c e n t  v a l l i e s  o f  t h e  a r g u m e n t  wk a n d  
w k  + 1 i n  c a l c u l a t i n g  t h e  d e p e n d e n c e  ( p ~ ( ~ )  = $ z ( ~ k ,  D )  by  p o i n t s .  
T h e i r  c l o s e n e s s  i s  d e t e r m i n e d  i n  p r a c t i c e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o l -  

2T  
T s  

l o w i n g  c o n d i t i o n s :  

/180 

T h u s ,  a s  a r e s u l t  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  
t o  f ( t ,  D ) ,  w e  c a n  o b t a i n  a s e t  o f  c o n t i n u o u s  c u r v e s  f o r  + z ( w ,  D )  
w h i c h  w a s  d i s p l a c e d  f r o m  o n e  a n o t h e r  by  27rl. - 
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Using the spectral phase characteristics of two synchronous 
atmospherics, we can find [l, 21 the parameter of @(w) (for a 
corresponding method with a single-point recording of atmospherics, 
see C 2 1 ) :  

Pr, (u)t &) - 'Pr, (u), 01) 2m 
Bm (4 = Da - 4 + Da-DD, ' ( 5 )  

where m = 1 2  - 11 = 0 ,  2 1, 2 2 ... - - 
The parameter B(w), which signifies an additional phase (per 

unit length) is connected with the phase velocity by the following 
expression: 

P(.,=%(l --) C 

vPh 

An ambiguous calculation of @(o) results in corresponding ambiguity 
in determining Vph. Considering ( 6 )  and I '  - we have the 
following: vP h 

Therefore, the a priori accuracv of the representation 'ph - 

should be much better than 2rc/ (D2 - Dl)w. This imposes a limita- 
tion on the maximum value of D2 - D1 for given accuracy ha of the 
a priori value of 'ph T h u s ,  for wj2n = 20 KHz and AaL0.25.10-2 

it is necessary that D2 - D 1  < 6000 km. F o r  D2 - D1 > 6000 km, an 
unambiguous determination of the phase velocity is virtually impos- 
sible. This remark also holds for the single-point method of 
determining VPh in [ 2 ] ;  
of the receiving point from the source of emission. 

C 

1. - -  
C 

in this case, D 2  - D1 implies the removal 

baing interested in the physical accuracy of the values ob- 
tained for ci and 8 ,  we should mention that the algorithms in (3) 
and ( 5 )  presuppose identical properties of paths with lengths of 
D1 and D2 (this is particularly essential in the case of 
D2 - D1 < <  D1). Therefore, it is most important for which the 
source of emission and the points of the record are located on 
one line (on the arc of the greater circle). When there are more 
than two points on the record, ( 3 )  and (5) can be replaced by the 
formulas of regression analysis, which determines the parameters 
ci and B best of all (in terms of the minimum of the sum of squares 
of deviations 1 .  
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S e c t i o n  2 .  S t a t i s t i c a l  Nature  o f  t h e  P r o b l e m  o f  Determining 
A t t e n u a t i o n s  arid Phase V e l o c i t i e s .  E r r o r s  C o n n e c t e d  

w i t h  C a l i b r a t i o n  o f  t h e  A p p a r a t u s .  

The s t a t i s t i c a l  n a t u r e  o f  t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  u a n d  B 
e x p e r i m e n t a l l y  i s  o b v i o u s .  The d i s c r e p a n c y  o b s e r v e d  i n  c a l c u l a -  
t i n g  a a n d  B by d i f f e r e n t  i n i t i a l  d a t a  ( d i f f e r e n t  s i g n a l s ,  d i f -  
f e r e n t  e x p e r i m e n t a l  c o n d i t i o n s ,  e t c . )  i s  d u e ,  f i r s t  o f  a l l ,  t o  
v a r i a t i o n s  i n  t h e  p r o p e r t i e s  i n  t h e  p r o p a g a t i o n  p a t h  ( m a i n l y  t h e  
i o n o s p h e r e )  a n d ,  s e c o n d l y ,  t o  t h e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  e r r o r s  i n  
r e c o r d i n g  a n d  r e a d i n g  t h e  o s c i l l o g r a m s  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s .  

An e v a l u a t i o n  o f  t h e  v a r i a t i o n s  a n d  p r o p e r t i e s  of t h e  p a t h  
i s  a l m o s t  o f  t h e  same i n t e r e s t  as  a d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a v e r a g e  
l a w s .  A s  a r u l e ,  t h e  l a t t e r  a r e  f o u n d  b y  r e g u l a r  a v e r a g i n g .  I n  
t h i s  r e g a r d ,  w e  m u s t  e m p h a s i z e  t h a t  

wh ich  a r e  m e a s u r e d  when t h e r e  a r e  n o  n o i s e s  or d i s t o r t i o n s ,  s ign:-  / 1 8 2  
f y  t h e  a v e r a g e  p a r a m e t e r s  ( a v e r a g i n g  o v e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s  o f  
t h e  p a t h )  o n l y  o f  m o n o c h r o m a t i c  o s c i l l a t i o n s .  A d e s c r i p t i o n  o f  
- t h e  p r o p a g a t i o n  p r o c e s s e s  o f  - a p u l s e d  s i g n a l  i s  u n r e l i a b l e  when 
a a n d  a r e  u s e d .  M o r e o v e r ,  u a n d  $ ,  a s  f u n c t i o n s  o f  t h e  f r e -  
q u e n c y ,  may n o t  c o r r e s p o n d ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t o  a n y  o f  t h e  
s p e c i f i c  r e a l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  p a t h  ( i o n o s p h e r e ) .  

When we m u s t  d e s c r i b e  t h e  p r o c e s s e s  o f  p r o p a g a t i o n  o f  p u l s e d  
b r o a d - b a n d  s i g n a l s  u n d e r  c e r t a i n  a v e r a g e  c o n d i t i o n s  with t h e  a i d  
o f  a(w) a n d  B ( w ) ,  t h e  o n l y  c o r r e c t  me thod  o f  o b t a i n i n g  a and  
i s  t h e  o p e r a t i o n  of a v e r a g i n g ,  n o t  Qy t h e  s e t  o f  f u n c t i o n s  
a i ( U > ,  B ~ ( w )  b u t  by  t h e  p a r a m e t e r s  p i + =  p * ( i ) ,  ..., $ M ( W  
on  w h i c h  t h e y  d e p e n d :  a i ( W )  = A ( w , . p i ) ,  B i  = ( w )  = B ( w ,  p i :  
The p a r a m e t e r s  p l ,  p 2 ,  ..., p~ s h o u l d  b e  i n d e p e n d e n t ,  a n d  i t  is 
d e s i r a b l e  t h a t  t h e y  h s v e  a d e f i n i t e  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e .  The+ 
p r o b l e m  o s  d e t e r m i n i n z  t h e  e x p l i c i t  f o r m  o f  t h e  f u n c t i o n s  A ( w ,  p )  
a n d  B ( w ,  p )  i s  r e d u c e m 3  e i t h e r  t o  a n  M - p a r a m e t r i c  a p p r o x i m a t i o n  
by  t h e  s e t  a i ( w ) ,  $ ~ ( I A ) ,  w h i c h  i s  s a t i s f a c t o r y  f rom t h e  p o i n t  of 
v i e w  zf f u r t h e l ;  u s a g e ,  or t o  f i n d i n g  t h e  a n a l y t i c a l  d e p e n d e n c e s  
A(w, p ) ,  B(w, p )  by  t L i e o r e t i c a 1  c a l c u l a t i o n s .  The s e c o n d  way 
i n v o l v e s  a d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t i v e  f u n c t i o n a l  d e p e n d e n c e  
o f  t h e  e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  z e r o ,  f i r s t  a n d  h i g h e r  n o r m a l  waves  on  
s u c h  p a r a m e t e r s  as  t h e  a l t i t u d e  o f  t h e  i o n o s p h e r e ,  i t s  e f f e c t i v e  
c o n d u c t i v i t y ,  a n d  t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  e a r t h ;  t h u s  w e  c a n  
i m m e d i a t e l y  s e p a r a t e  o u t  t h e  unknown i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  p 1 ,  

Here a n d  i n  t h e  f u t u r e ,  a l i n e  o v e r  a n  e x p r e s s i o n  s i g n i f i e s  
a v e r a g i n g  o v e r  a s e t  p e r i o d .  
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p2 . . .  p~ w i t h  c l e a r  p h y s i c a l  m e a n i n g .  

We w i l l  a s sume  b e l o w  t h a t  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p a t h  a r e  
i n d e p e n d e n t  w i t h i n  t h e  f r amework  o f  o n e  e x p e r i m e n t  ( g r o u p  o f  
m e a s u r e m e n t s )  i n  r e c o r d i n g  " p a i r s  o f  s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s ,  
a n d  w e  w i l l  g i v e  s p e c i a l  a t t e n t i o n  t o  t h e  e r r o r s  i n v o l v e d  i n  
r e c o r d i n g  a n d  r e a d i n g  t h e i r  o s c i l l o g r a m s .  C o n s g d e r i n g  t h e  d i f -  
f e r e n t  t y p e s  o f  e r r o r s ,  t h e  l o g a r i t h m i c  modu lus  G ( w ,  D) a n d  p h a s e  
4 ( w ,  D) of t h e  c a l c u l a t e d  s p e c t r u m  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s  c a n  b e  
w r i t t e n  o u t  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:  

- 

where  G ( w ,  D )  a n a  9 ( w ,  U) a r e  t h e  s p e c t r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  a t m o s p h e r i c s  when t h e r e  a r e  n o  e r r o r s  (we o m i t t e d  t h e  i n d e x  
- 1 f o r  4 ,  s i n c e  we w i l l  b e  i n t e r e s t e d  i n  random e r r o r s  i n  i t s  
d e t e r m i n a t i o n ) ;  TI i s  t h e  e r r o r  i n  c a l i b r a t i o n  o f  t h e  a b s o l u t e  
s e n s i t i v i t y  o f  t h e  r e c o r d e r  i n  t e r m s  o f  t h e  f i e l d ;  1-1 a n d  v a r e  
t h e  e r r o r s  d u e  t o  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  a d d i t i v e  a t m o s p h e r i c  
n o i s e s  on  t h e  a t m o s p h e r i c s ,  g e o m e t r i c  d i s t o r t i o n s  i n  t h e  o s c i l l o -  
g r a p h  r e c o r d i n g  a n d  i n a c c u r a c i e s  i n  r e a d i n g  t h e  s h a p e  o f  t h e  
s i g n a l ;  UT i s  some a d d i t i o n  t o  t h e  p h a s e  o f  t h e  s i g n a l  c o n n e c t e d  
w i t h  e r r o r  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t i m e  r e a d i n g  t = T 
on  t h e  o s c i l l o g r a m  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n .  

We mus t  m a k e  t h e  f o l l o w i n g  comments r e g a r d i n g  t h e  s e l e c t i o n  
o f  t h e  b e g i n n i n g  o f . t h e  t i m e  r e a d i n g .  A s  w a s  shown a b o v e ,  t h e  
p a r a m e t e r  B ( w )  i n  (1) w a s  i n t r o d u c e d  f o r  t h e  c a s e  o f  s e l e c t i n g  a 
b e g i n n i n g  o f  t h e  t i m e  r e a d i n g  a t  t h e  p o i n t  o f  t h e  m a t h e m a t i c a l  
f r o n t ,  s i n c e  (6) a n d  ( 7 ) ,  which  c o n n e c t  B ( w )  w i t h  Vph(w) ,  a r e  
o n l y  t h e n  v a l i d .  However ,  t h e  p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  ma the -  
m a t i c a l  f r o n t  on a r e a l  o s c i l l o g r a m  a c t u a l l y  c a n n o t  b e  shown,  
p a r t i c u l a r l y  f o r  d i s t a n c e s  g r e a t e r  t h a n  2 - 3  t h o u s .  km f rom t h e  
s o u r c e .  T h e r e f o r e ,  a p r e c i s e  d e t e r m i n a t i o ' n  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  
o f  Vph i s  p o s s i b l e ,  i n  p r i n c i p l e ,  o n l y  when t h e r e  i s  a p r e c i s i o n  
t i m e - u n i t  s y s t e m  a t  t h e  two r e c o r d i n g  p o i n t s  ( a c c u r a c y  n o  w o r s e  
t h a n  m i c r o s e c o n d  u n i t s ) .  When t h e r e ' i s  no  s,uch s y s t e m ,  t h e  
p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  6 c a n  b e  s o l v e d ,  b u t  w i t h  a c c u r a c y  up t o  
some unknown t e r m  A B  = E [ s e e  ( 5 1 ,  ( 8 )  a n d  ( 9 1 1 ,  w h e r e  T = 

T 
l i )  . C o r r e s p o n d i n g l y ,  t h e  p h a s e  v e l o c i t i e s  Vph C ( T 2 i  - 

D2 - D1 
c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  w i t h  a c c u r a c y  u p  t o  
some c o n s t a n t  
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When t h e  e x p e r i m e n t  i s  c a r r i e d  o u t  on  f i x e d  c o u r s e s  ( c o n s t a n t  
v a l u e  o f  D 2  - D1) a n d  t h e r e  i s  a s u b s t a n t i a l  d i s t a n c e  f r o m  t h e  
e m i s s i o n  s o u r c e ,  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t i m e  r e a d i n g  m u s t  b e  s e l e c t e d  
i n  i d e n t i c a l  z e r o  t r a n s i t i o n s  of two s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s .  
I d e n t i t y  o f  t h e  z e r o  t r a n s i t i o n s  c a n  b e  e s t a b l i s h e d  a t  D2 - D 1  5 2-3  
t h o u s .  km.  W e  w i l l  n o t  d i s c u s s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  method i n  
d e t a i l  i n  t h i s  work .  We w i l l  o n l y  m e n t i o n  t h a t  a s e l e c t i o n  o f  
z e r o  t r a n s i t i o n s  a t  t h e  b e g i n n i n g  p a r t  of  t h e  a t m o s p h e r i c s  i s  
e x p e r i e n t ,  s i n c e  t h e  i o n o s p h e r i c  r e f l e c t i o n s  c a u s e d  by  t h e i r  
f o r m a t i o n  a r e  more s t a b l e  f o r  v a r i a t i o n s  i n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
i o n o s p h e r e  t h a n  a r e  r e f l e c t i o n s  of  h i g h  n u m b e r s ,  w h i c h  fo rm t h e  
m i d d l e  a n d  t a i l  p a r t s  o f  s i g n a l .  The v e l o c i t i e s  o f  p r o p a g a t i o n  
o f  t h e  " p r i m e "  z e r o  t r a n s i t i o n s  , a s  c e r t a i n  c h a r a c t e r i s t i c  p o i n t s  
o f  t h e  s i g n a l ,  c a n  b e  c a l c u l a t e d  t h e o r e t i c a l l y  by  s y n t h e s i s  o f  
t h e  f o r m s  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s  [ 1 2 ] .  We s h o u l d  e x p e c t  t h a t  t h e s e  
v e l o c i t i e s  a r e  d e t e r m i n e d  l a r g e l y  b y  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  E a r t h ' s  
s u r f a c e  ( f i n i t e  c o n d u c y i v i t y  a n d  s p h e r i c i t y ) .  T h e r e f o r e ,  a 
t h e o r e t i c a l  d i a g n o s i s  is m o s t  p r e c i s e  i n  t h i s  c a s e .  The me thod  /184 
p r o p o s e d  i s  e x p e d i e n t  e v e n  i n  t h e  case  when t h e r e  i s  n o  i n f o r m a -  
t i o n  on  t h e  v a l u e  for t h e  v e l o c i t y  o f  p r o p a g a t i o n  of t h e  s e l e c t e d  
c h a r a c t e r i s t i c  p o i n t  on t h e  s i g n a l .  The r e l a t i v e  s t a b i l i t y  i n  
v e l o c i t y  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  z e r o  t r a n s i t i o n s  t h e n  a i d s  
i n  mak ing  t h e  b e s t  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  r e s u l t s  o b t a i n e d  u n d e r  d i f -  
f e r e n t  c o n d i t i o n s  o f  t h e  i o n o s p h e r e ,  a n d  t h e r e b y  i n  e v a l u a t i n g  
t h e  e f f e c t  o f  i t s  v a r i a t i o n s  o n  t h e  p h a s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  pro- 
p a g a t i o n .  

The e x i s t e n c e  of a n  e r r o r  i n  c a l i b r a t i o n  o f  t h e  s e n s i t i v i t y  
o f  t h e  a p p a r a t u s  [ d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  f a c t o r  k ,  s e e  ( 2 ) ]  r e s u l t s  
i n  t h e  a r i s a l  of some c o n s t a n t  unknown t e r m  A c i ,  w i t h  a c c u r a c y  
up t o  w h i c h  t h e  d e p e n d , = n c e  a ( w )  i s  d e t e r m i n e d ,  i . e . ,  

I t  f o l l o w s  f r o m  t h e  f o r m u l a s  g i v e n  a b o v e  f o r  d e t e r m i n i n g  A B ,  

A r e  - 
a n d  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t i m e  r e a d i n g  T i s  m o s t  
s u b s t a n t i a l  f o r  s m a l l  D 2  - D 1 .  An e v a l u a t i o n  o f  t h e - a c c u r a c y  - 
( r e l i a b i l i t y  i n t e r v a l )  for t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  of a ,  B ,  a n d  Vph 
d o e s  n o t  cause  a n y  d i f f i c u l t i e s  when t h e r e  a r e  d e f i n i t e  s t a n d a r d s  
€or d e v i a t i o n s  i n  II a n d  T .  

a n d  Act  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  e r r o r s  i n  c a l i b r a t i o n  o f  ll 

W e  c a n  h a v e  a v e r y  good  i d e a  o f  t h e  a c c u r a c y  i n  d e t e r m i n a -  
t i o n s  o f  a ( w )  a n d  B ( w )  o n l y  a f t e r  h a v i n g  e x a m i n e d  t h e  e r r o r s  i n  
p ( w )  a n d  v ( w )  o f  t h e  c a l c u l a t e d  s p e c t r a  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s .  
A s t u d y  of  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e s e  s p e c t r a  i s  
c a r r i e d  o u t  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n .  
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S e c t i o n  3 .  S t a t i s t i c a l  C h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  S p e c t r a  o f  
P u l s e d  S i g n a l s  R e c o r d e d  A g a i n s t  a N o i s e  B a c k g r o u n d .  

Hav ing  examined  t h e  e r r o r s  wh ich  o c c u r  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  
s p e c t r a  o f  p u l s e d  s i g n a l s ,  l e t  u s  u s e  t h e  f o l l o w i n g  two m o d e l s  
f o r  t h e i r  a r i s a l .  The f i r s t  w i l l  b e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  e x i s t e n c e  
o f  a d d i t i v e  n o i s e  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s i g n a l  a n d  s t a t i o n -  
a r y  d u r i n g  o n e  s e s s i o n  o f  o b s e r v a t i o n s .  T h i s  n o i s e  w i l l  d e s c r i b e  
t h e  a t m o s p h e r i c  n o i s e s  a g a i n s t  t h e  b a c k g r o u n d  o f  w h i c h  t h e  a t m o s -  
p h e r i c s  a r e  r e c o r d e d ,  as w e l l  a s  e r r o r s  i n  t a k i n g  t h e  d a t a  f r o m  
t h e  o s c i l l o g r a m .  I n  o r d e r  t o  d e s c r i b e  t h e s e  e r r o r s ,  t h e  p r o p o s e d  
mode l  i s  a n  i d e a l i z a t i o n ,  s i n c e  a c t u a l l y  t h e  " n o i s e "  of  t a k i n g  
d a t a  d e p e n d s  on t h e  s h a p e  o f  t h e  s i g n a l  ( t h e  d i s p e r s i o n  o f  t h e  
n o i s e  s h o u l d  i n c r e a s e  w h e r e  t h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  s i g n a l  i n c r e a s e s ) .  
The s e c o n d  mode l  w i l l  d e s c r i b e  s p e c i f i c  d i s t o r t i o n s  a r i s i n g  i n  
t h e  o s c i l l o g r a p h  r e c o r d i n g  ( e r r o r  i n  p l o t t i n g  t h e  z e r o  l i n e  a n d  
m i s a l i g n m e n t  o f  t h e  p l a t e s  o f  t h e  e l e c t r o n - b e a m  t u b e  i n  t h e  o s c i l -  / 1 8 5  
l o g r a p h  1. 

L e t  u s  t u r n  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  e r r o r s  o f  t h e  f i r s t  t y p e .  
For t h i s ,  w e  w i l l  examine  a g r o u p  o f  s i g n a l s  f ( t )  wh ich  a r e  t h e  
sum o f  t h e  t i m e  f u n c t i o n  o f  t h e  s i g n a l  s h a p e  f o ( t )  a n d  t h e  s e l e c -  
t i v e  r e a l i z a t i o n  < ( t )  o f  a s t a t i o n a r y  random p r o c e s s  w i t h  a v e r a g e  
z e r o  v a l u e  a n d  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  B~(T) d e t e r m i n e d  as  
B g ( T ) = c ( t ) - < ( t  + T). For t h e  s a k e  o f  c o n v e n i e n c e  i n  m a t h e m a t i c a l  
a n a l y s i s ,  w e  w i l l  t a k e  a s y m m e t r i c  t i m e  i n t e r v a l  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  
s p e c t r u m  o f  t h e  s i g n a l ,  i . e : ,  o n e  d e s c r i b i n g  a s i g n a l  d i s t o r t e d  
b y  n o i s e ,  a n d  t h e  f u n c t i o n  f ( t )  = f o ( t )  + ( t )  g i v e n  for t h e  i n t e r -  
v a l  ( - T ,  T ) ,  a n d  we w i l l  t a k e  t h e  f o l l o w i n g  [ s i m i l a r  t o  ( 2 1 1 :  

7- 

F ( j w )  = 'j f ( t )  e- jwfdt  = X (w) + j Y  ((I)).. 
-7 -  

The complex  f u n c t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  sum of  t h e  
r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s ,  a n d  it i s  v e r y  c o n v e n i e n t  i n  e v a l u a t i n g  
i t s  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  t h a t  X a n d  Y n o t  b e  c o r r e l a t e d .  A s  
c a n  b e  shown,  t h e r e  i s  no  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  X a n d  Y when t h e  
s y m m e t r i c  t i m e  i n t e r v a l  ( - T ,  T) i n  ( 1 0 )  i s  s e l e c t e d .  For a n y  
u n s y m m e t r i c  i n t e r v a l  o f  t h e  same l e n g t h  2 T ,  t h e  r e l a t i v e  c o r r e l a -  
t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  X a n d  Y i s ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  n o n - z e r o .  
T h i s  i s  a n  o p p o r t u n e  moment t o  m e n t i o n  t h a t  a s p e c i f i c  s e l e c t i o n  
o f  t h e  t i m e  i n t e r v a l  i s  n o t  f u n d a m e n t a l  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  
c a l c u l a t i n g  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m .  A c t u a l l y ,  t h e  m o d u l u s  o f  t h e  
s p e c t r u m  IF(jw)l i s  i n v a r i a n t  f o r  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t i m e  r e a d -  
i n g ,  w h i l e  t h e  p h a s e  a c q u i r e s  t h e  d e t e r m i n e d  s u p p l e m e n t  U T  i n  i t s  
t r a n s f e r .  

L e t  u s  f i n d  t h e  d i s p e r s i o n s  o f  X a n d  Y ,  f o r  w h i c h  w e  w i l l  u s e  
t h e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  p r e s e n t e d  i n  
L61: 
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2T 

w + w  w h e r e  A w  = Ib2-w11 ; w c  = 2 1 . Assuming t h a t  A w  = 0 ,  we c a n  
A 
L 

f i n d  t h e  d i s p e r s i o n s  o f  t h e  v a l u e s  _X a n d  _Y f r o m  (11) a n d  (12): 

W e  w i l l  l r i t e r e s t e d  i n  t h e  cases  when o x 2  c r y 2 .  L e t  u s  
e s t a b l i s h  w h i c h  l i m i t a t i o n s  r e s u l t  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i v e  e q u a l i t y .  
F o r  t h i s ,  w e  w i l l  t a k e  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i n  t h e  s i m p l e s t  
form B < ( - r ) = B ( O ) e - u ,  w h i c h  i s  f r e q u e n t l y  r e q u i r e d  i n  d e s c r i b i n g  

r e a l  p r o c e s s e s ,  a n d  we w i l l  c a l c u l a t e  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  t e r m s  
i n  ( 1 3 )  a n d  ( 1 4 ) :  

T k  

w h e r e  l y i l  - < 1. 

I f  

/186 

(15) 

2 0 9  



then the ratio between the second term and the first does not 
exceed 

actually more than one period of analyzed frequency is included 
in the interval 2T, and when, consequently, this ratio is much 
less than unity, we can find the following, omitting the second 
terms in (13) and (14): 

-k 
' Subsequently, considering only those cases when w 2T 

4=52y=a2.  (16 1 

Let us establish the relation between the value 02 and the spec- 
tral intensity of the noise N ( w ) :  

The functions BX and B can be calculated only for some 
specific representation of %he function B~(T). 
the correlation interval for X and Y in the simplest case, assum- 
ing that the noise is delta-correlated ( B < ( T ) = ~ ( ~ - T ) ,  "white" 
noise). Using this assumption, the correlation coefficient 

Let us evaluate 

OXlX2 is 

In obtaining (17), we also assumed that 0 ~ 1 0 x 2  ax2(wc) and 
1/2Twc<<l. A result similar to (17) can be obtained for pyly2. 
Thus, the real and imaginary parts of th,is spectrum are actually 
not correlated for frequencies of w l  and w 2 ,  when the following 
condition is fulfilled : 

Let us find the form of t.he common distribution of X and Y. 
In that case when c(t) has a normal distribution, X and Y are 
also distributed normally. In the case of other types of dis- 
tributions of <(t) the distriburion of X and Y is of an 
asymptotically normal nature (relative to 2T). Assuming that the 
distribution of X and Y is normal, and considering the lack of 
correlation between them, we find the following expression for the 
probability density of common distribution: 
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where XO and Y O  are the values for the absence of noise. 

Thus, the problem of the spectrum of the function representing 
the sum of the signal and some noise can be reduced to the famous 
problem o f  the statistical characteristics of the amplitude and 
phase of a two-dimensional normally distributed vector [ 7 ] .  We will 
find the characteristics of interest to us by the method of numeri- 
cal integration, which 5s more convenient f o r  solving the formulat- 
ed problem. In order to signify the modulus and phase of the spec- 
trum (lo), we will introduce the functions A ( w )  and + ( @ ) ,  respec- 
tively, which characterize the signal and, in the case of absence 
of noise, are written out in the fo rm of Ao(w) and + O ( W ) .  Turning 
to the distribution function of (19) in polar coordinates, we caw 
calculate some important: statistical characteristics. Let us find 
the average value for the modulus of the spectrum A :  

We w i l l  use the symbol o / A o  = n, which signifies the noisesignal 
ratio, and we will finally obtain the following: 

- 
A - A  The function gl(n) = describes the relative deviation o f  the 

average value for the amplitude of the spectral components from its 
value when there is no noise. The function gl(n) obtained by num- 
erical integration of (20) is shown in Figure 1. For a small values 

n2 of n ,  the function g (n) 
We should not that, since ,(n?; 0, 
the existence of noise always in- 
creases the average value for the 
amplitudes of the spectral compo- 
nents. 

- 
As is easy to find, A2 = A2 0 

+ 2 0 2 ;  therefore, the dispersion 
of the amplitude of the spectral 
component is equal to 

Fig. 1 
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The function g2(n) is shown in Figure 1. 

F o r  low values of 5,  we can represent A = X2 + Y 2  in the 
form of part of a series by deviations 3 - X O  and _Y - Y O  and, limit- 
ing ourselves to the quadratic terms, we can find the approximative 
value for the correltion between A(w1) and A(w2) for low noise- 
signal ratios: 

It follows from ( 2 2 )  that, in the case of low delta-correlated noise, 
the correlation interval for A ( w 1 )  and A ( w 2 )  is also determined by 
(18). 

In order to determine a ,  it is of interest to calculate the 
average value for the logarithm of the modulus of the spectrum and 
to evaluate its dispersion. A consideration of the non-linear na- 
ture of the logarithm operations isvery important in examining 
average values. Let us calculate InA, expressing (19) in terms of /18 
polar coordinates: 

In order to obtain the displacement relative to InAO, we will make 
the following transformations: 

Let us examine the second term in ( 2 3 ) ,  representing it in the form 
of: 

1 

(see [ 1 3 1 ) .  Con- 2 n 2  In this expression, the integral is equal to e 
sidering this, we will again write out ( 2 3 )  in the following form: 
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The r e s u l t  o f  a c a l c u l a t i o n  o f  g 3  
( n )  i s  shown - i n  F i g u r e  2 .  We s h o u l d  
n o t e  t h a t  1nA - lnAO i s  a l w a y s  
g r e a t e r  t h a n  z e r o .  

L e t  u s  t u r n  t o  a c a l c u l a t i o n  
of t h e  d i s p e r s i o n  o f  I n A :  

2 - -  = (In A)” - (in A)*. 
F i g .  2 

U s i n g  m e t h o d s  s i m i l a r  t o  t h o s e  a p -  
p l i e d  i n  c a l c u l a t i n g  I n A ,  w e  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  for t h e  
unknown d i s p e r s i o n :  

w h e r e  

The g r a p h  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  2 w a s  c o n s t r u c t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  r e -  
s u l t s  o f  a n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  i n t e g r ’ a l  i n  ( 2 5 ) .  We s h o u l d  
m e n t i o n  t h a t  t h e  d i s p e r s i o n  G:, i n c r e a s e s  when t h e  n o i s e - s i g n a l  r a -  
t i o  i s  i n c r e a s e d ,  a n d  i t  t e n d s  t o w a r d s  a n  a s y m p t o t i c  v a l u e  ( s e e  C 7 1 )  
U: = g t ( - )  = - r r2 /24.  

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  compare  d i f f e r e n t  a v e r a g i n g  m e t h o d s  a n d  /190 
t h e i r  e f f e c t i v e n e s s .  F i g u r e  2 i l l u s t r a t e s  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  d i f -  
f e F e n c e s  A - lnA0 E l n [ l  + g l ( n ) ]  a n d  InA - lnA0 E g g ( n )  i n  d e p e n -  
d e n c e  on  n .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  a n y  a v e r a g i n g  me thod  y i e l d s  v a l u e s  
wh ich  e x c e e d  I n A o ;  h o w e v e r ,  i n  t h e  case  of a v e r a g i n g  1nA t h e  a c c u r -  
a c y  i n  o b t a i n i n g  t h e  m o d u l u s  o f  t h e  s p e c t r u m  i s  f o u n d  t o  b e  some- 
wha t  b e t t e r ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  n < 0 . 5 .  T h i s  c i r c u m s t a n c e  m u s t  a l -  
ways b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  i n  t h a t  
c a se  when t h e  m o d u l i  o f  t h e  s p e c t r a  s h o u l d  c h a n g e  p o t e n t i a l l y  i n  a 
b r o a d  r a n g e  w i t h  a c h a n g e  i n  t h e  f r e q u e n c y .  The p a r t s  o f  t h e  modu- 
l u s  o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m  w i t h  r e l a t i v e l y  l i t t l e  s i g n i f i c a n c e  ( r e -  
l a t i v e  t o  t h e  maximum of t h e  m o d u l u s )  “ f l o a t “  i n  o b t a i n i n g  t h e  a v e r -  
a g e  v a l u e .  T h e r e f o r e ,  t h e  o b s e r v e r  c a n n o t  o b t a i n  a p r e c i s e  m o d u l u s  
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o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m  f g ( t )  for a n y  volume o f  t h e  i n i t i a l  s a m p l e ,  
i n  p r i n c i p l e .  The r e s u l t s  can  b e  c o r r e c t e d  somewhat  b y  c o n s i d e r i n g  
t h e  m a g n i t u d e  o f  t h i s  - " f l o a t i n g " .  T h i s  i s  d o n e  more s i m p l y  i n  t h e  
c a s e  o f  c a l c u l a t i n g  InA.  Then ,  h a v i n g  o b t a i n e d  c r l n  f rom a p r e l i m i -  
n a r y  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s ,  we c a n  c a l c u l a t e  n f rom ( 2 5 )  a n d  f u r t h e r  
d e t e r m i n e  t h e  unknown c o r r e c t i o n  for " f l o a t i n g 1 '  a c c o r d i n g  t o  ( 2 4 ) .  
The " f l o a t i n g "  o f  A i n  r e l a t i o n  t o  A 0  can  a l s o  b e  c a l c u l a t e d  w i t h  
t h e  a i d  o f  ( 2 0 )  a n d  ( 2 1 ) .  

L e t  u s  e x a m i n e  t h e  p h a s e  o f  
t h e  s p e c t r u m  d e f i n e d  as  + ( w )  = a r g  
F ( j w ) .  The a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  
p h a s e  i s  n o t  s h i f t e d ,  i . e . ,  + ( w )  = 
+g(w), w h i c h  i s  s u b s t a n t i a l  i n  d e -  
t e r m i n i n g  Vph. The d i s p e r s i o n  of 
t h e  p h a s e  i s  f o u n d  i n  E71, w h i l e  
i t s  d e p e n d e n c e  on t h e  n o i s e - s i g n a l  
r a t i o  i s  shown i n  F i g u r e  3 .  For 
low v a l u e s  o f  ft, t h i s  d e p e n d e n c e  
i s  e x p r e s s e d  a p p r o x i m a t i v e l y  by  
t h e  f o r m u l a  u = n .  L e t  u s  f i n d  
t h e  a p p r o x i m a  $ e v a l u e  f o r  t h e  c o r -  
r e l a t i o n  o f  s p e c t r a l  componen t s  o f  
d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  f o r  low E.  
F o r  t h i s ,  we w i l l  e x p a n d  t h e  ex -  

I I I I I I 0 pression for t h e  p h a s e  i n t o  a s e r -  
91 02 Q5 1 2 5 IOn i e s  b y  d e v i a t i o n s  A X  = X - X O  a n d  

AY = Y - Y O ,  l i m i t i n g  o u r s e l v e s  t o  

w e  w i l l  n o t  c o n s i d e r  Xg(wi )  = A g i  
and  Yg(wi) = 0 ,  w h i c h  d o e s  n o t  de -  

P i g .  3 t h e  q u a d r a t i c  t e r m s  ( i n  t h i s  r e g a r d  

p r e c i a t e  t h e  g e n e r a l i t y  i n  t h e  case  when c o n d i t i o n s  r e s u l t i n g  i n  
( 1 6 )  a r e  f u l f i l l e d :  

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s e c o n d  model  o f  n o i s e ,  wh ich  d e s c r i b e s  t h e  
s p e c i f i c  d i s t o r t i o n s  i n  s h a p e s  o f  t h e  s i g n a l  when t h e  n a r r o w  l i n e  
i s  drawn i n c o r r e c t l y - - w i t h  a p e d e s t a l  a n d  s l o p e .  The p e d e s t a l  shows 
up  when t h e  s y m m e t r i c  t i m e  i n t e r v a l  i s  s e l e c t e d  o n l y  on t h e  r e a l  
p a r t  o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m .  The t e r m  a d d e d  t o  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m  
i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

2A (AX),,= h f cos ot dt  = sin w T ,  
-T 
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w h e r e  - h i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  p e d e s t a l .  

I n  t h e  case  o f  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  z e r o  l i n e ,  o n l y  t h e  i m a g i n a r y  
p a r t  o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m  c h a n g e s :  

w h e r e  k i s  t h e  t a n g e n t  o f  t h e  a n g l e  o f  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  z e r o  l i n e .  
I n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  w T > > l ,  t h e  a p p r o x i m a t e  
v a l u e  o f  ( A Y ) ,  c a n  b e  d e t e r m i n e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

w h e r e  2h s i g n i f i e s  t h e  s p a n  o f  t h e  m i s a l i g n m e n t .  Assuming t h a t  t h e  
v a l u e  h i s  d i s t r i b u t e d  noi3mally w i t h  t h e  a v e r a g e  z e r o  l i n e  a n d  d i s -  
p e r s i o n  u 2 ,  w e  f i n d  t h a t  and  ( A Y )  a r e  a l s o  d i s t r i b u t e d  n o r -  
m a l l y  w i t b  a v e r a g e  v a l u e  e q u a l  t o  zero , ’and  

S i n c e  d i s t o r t i o n s  o f  t h e  p e d e s t a l  a n d  s l o p e  t y p e  h a v e  d u r a t i o n  e q u a l  
t o  t h a t  o f  t h e  s i g n a l  2 T ,  w h i c h  i s  a random v a l u e ,  w e  c a n  a l s o  c a r r y  
o u t  a r e r a g i n g  by  T i n  e v a l u a t i n g  t h e  d i s p e r s i o n s  i n  ( A X ) ;  a n d  ( A Y ) ; ,  
o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  i s  u n i f o r m .  Then w e  f i n a l -  
l y  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g :  

- -  23; 
( A X ?  = ( A n ; =  , 

P 

a n d ,  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  e r r o r s  o f  t h e  p e d e s t a l  a n d  m i s a l i g m e n t  
t y p e ,  a l l  we s a i d  a b o v e  f o r  t h e  c a s e  o f  a d d i t i v e  n o i s e  < ( t )  w i l l  
h o l d ,  w h i l e  t h e  v a l u e  u 2  s i g n i f i e s  o n l y  2 u E / w 2 .  
c o m p l e t e  a v e r a g i n g  o f  s i n c ~ T  a n d  coswT i n  ( 2 7 )  i s  p o s s i b l e  o n l y  for / 1 5 2  
f r e q u e n c i e s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  w A T > > T ~ ,  w h e r e  AT i s  t h e  i n -  
t e r v a l  o f  u n i f o r m l y  d i s t r L b u t e d  d e v i a t i o n s  a n d  d u r a t i o n  o f  t h e  s i g -  
n a l s .  T h u s ,  f o r  AT = 1 0 0  p s e c ,  w e  w i l l  h a v e  f 1. 5 K H z .  For l o w e r  
f r e q u e n c i e s ,  we m u s t  u s e  (127) d i r e c t l y ,  w h e r e a s ,  s i n c e  t h e  d i s p e r -  
s i o n s  i n  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  a r e  n o t  e q u a l ,  g e n e r a l l y  s p e a k -  
i n g ,  t h e r e  c a n  b e  a s h i f t  i n  t h e  a v e r a g e  v a l u e  f o r  t h e  p h a s e .  Hav- 
i n g  c o n s i d e r e d  t h e  m o s t  d r s a d v a n t a g e o u s  c a s e ,  w h e r e  ( A X ) ;  = 4uf,/w2 
( o r  ( A . J ) $  = 4 0 $ / w 2 )  a n d  $ 0  = f, we c a n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i -  
m a t i n g  e x p r e s s i o n ,  u s i n g  a n  e x p a n s i o n  s i m i l a r  t o  ( 2 6 ) :  

We s h o u l d  n o t e  t h a t  
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F i g u r e s  4 a n d  5 s e r v e  as  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l s  i n  t h i s / 1 9 3  
s e c t i o n .  F i g u r e  4 d e p i c t s  t h e  m o d u l u s  o f  a s p e c i f i c  t h e o r e t i c a l  
s p e c t r u m  o f  a t m o s p h e r i c s  a t  a d i s t a n c e  o f  5 t h o u s .  km [14] on t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  I C ( j w ) l  = 1 ( C u r v e  1) a n d  t h e  r e s u l t s  o f  i t s  d i s t o r -  
t i o n s  by  n o i s e s  o f  two t y p e s  ( C u r v e s  2 a n d  3 ) .  The f i r s t  n o i s e  i s  
w h i t e ,  c o m p r i s i n g  lo%(-20 d b )  o f  t h e  s p e c t r a l  i n t e n s i t y  o f  t h i s  
s i g n a l  a t  a f r e q u e n c y  o f  1 0  K H z  ( C u r v e  4 ) 2 ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  c o r r e -  
s p o n d s  t o  a t m o s p h e r i c  n o i s e ,  t h e  s p e c t r a l  i n t e n s i t y  o f  wh ich  w a s  
t a k e n  f rom 1151, a n d  i s  a l s o  -20db i n  r e l a t i o n  t o  t h e  s i g n a l  a t  a 
f r e q u e n c y  o f  1 0  K H z  ( C u r v e  5 ) .  F i g u r e  5 shows t h e  d i s p e r s i o n  of t h e  
s p e c t r a l  p h a s e  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  F i g u r e  4 .  

0 

-10 

-2 0 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 '.KHz 14 

F i g .  4 

2 
We c a n  o b t a i n  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a n  a p p r o x i m a t i n g  e x p r e s -  

s i o n  w h i c h  c o n n e c t s  t h e  r a t i o  b e t w e e n  t h e  r o o t - m e a n - s q u a r e  v a l u e  o f  
t h e  n o i s e  a h d  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s  Amax w i t h  t h e  v a l u e  =-La - n f o r  a f r e q u e n c y  o f  1 0  K H z .  T h u s ,  i n  t h e  case  o f  B ( T )  = B(O)e Tk 
a n d  f o r  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  2 T  = 4*10-4 s e c ,  Tk = 5'10-' 
s e c ,  it i s  f o u n d  t h a t  nI lOKHz 3 h / - - m 3 / A m a x '  
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Atmospheric no ise  

White noise 
/ 

Fig. 5 

4 .  E v a l u a t i n g  t h e  P o s s i b l e  Accuracy i n  Determing t h e  
P a r a m e t e r s  CY a n d  6 .  I l l u s t r a t i v e  Examples. 

Knowing t h e  r e q u i s i t e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s p e c -  
tra of t h e  a n a l y z e d  s i g n a l s ,  w e  c a n  now e v a l u a t e  t h e  a c c u r a c y  i n  
d s t e r m i n i n g  t h e  p r o p a g a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  a ( w >  a n d  $ ( w )  a c c o r d i n g  
rio them.  

s e i n g  i n t e r e s t e d  Ln t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  a ( w ) ,  w e  f i n d  t h e  
f o l l o w i n g ,  u s i n g  ( 3 ) ,  ( 9 )  a n d  ( 2 4 )  and  c o n s i d e r i n g  t h e  e r r o r s  i n  
p l  a n d  p 2  a t  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  o b s e r v a t i o n s  s i t e s  a s  n o t  
c o r r e l a t e d :  

w h e r e  ' Y O  i s  t h e  " r e a l "  a t t e n u a t i o n  d e t e r m i n e d  by ( 3 )  i n  t h e  c a s e  of  
U l  = P ?  = 0 ,  w h i l e  g $ l )  a n d  g $ 2 )  a r e  t h e  v a l u e s  of t h e  f u n c t i o n  
g 3 ( n )  a t  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  s i t e s  r e s p e c t i v e l y .  

F u r t h e r ,  l e t  u s  a n a l y z e  two c a s e s .  The f i r s t  w i l l  c o r r e s p o n d  
io a c o n s i d e r a t i o n  solely o f  a t m o s p h e r i c  n o i s e s ,  w h i c h  we w i l l  
a s s u m e  t o  b e  i d e n t i c a l  a t  b o t h  r e c o r d i n g  p o i n t s  for t h e  a t m o s p h e r i c s  
( C u r v e  3 o n  F i g .  6 ) .  The  s e c o n d  c a s e  w i l l  i l l u s t r a t e  a c o n s i d e r a -  
t i o n  of  t h e  r t n o i s e s t t  o f  t h e  s a m p l e  of d a t a ,  t h e  s p e c t r a l  d i s t r i b u -  
t i o n  of  w h i c h  w i l l  b e  u n i f o r m  i n  a c e r t a i n  f r e i u e n c y  band  ( l e v e l s  4 
a n d  5 on  F i g .  6 ) .  C u r v e s  1 a n d  2 c o r r e s p o n d  t o  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  
; i g n a l  a t  d i s t a n c e s  o f  D 1  = 2 t h o u s .  km a n d  D 2  = 5 t h o u s .  km from 
t h e  s o u r c e .  T h e s e  c u r v e s ,  j u s t  a s  t h e  c u r v e s  i n  F i g u r e s  5 a n d  4 ,  
are c a l c u l a t e d  on t h e  b a s i s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  d a t a  i n  [14] on t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  I C ( j w >  1 = 1. 
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F i g .  6 

I n  o r d e r  to make t h e  c a l c u -  /19 db 

l a t i o n s  more  s p e c i f i c ,  w e  w i l l  c o n -  
s i d e r  t h e  l e v e l  of  a t m o s p h e r i c  
n o i s e  a t  a f r e q u e n c y  o f  1 0  KHz t o  
b e  e q u a l  t o  1 0 %  of t h e  s i g n a l  l e v e l  
a t  a f u r t h e r  p o i n t ,  w h i l e  t h e  l e v e l  
if " n o i s e " ' i n  t h e  s a m p l e  o f  d a t a  
a t  t h e  same f r e q u e n c y  i s  e q u a l  t o  
5 %  o f  t h e  s i g n a l  l e v e l  a t  e a c h  
p o i n t .  T h i s  l e v e l  c o r r e s p o n d s  t o  
5 %  a c c u r a c y  i n  a n a l y z i n g  t h e  t i m e  
o s c i l l o g r a m s  o f  a t m o s p h e r i c s  ( i n  
p e r c e n t a g e s  o f  t h e  maximum a m p l i -  
t u d e s )  for d i s t a n c e s  o f  2 - 5  t h o u s .  
km.  w i t h  a t i m e  f o r  c o r r e l a t i o n  o f  
t h e  " n o i s e "  o f  t h e  d a t a  o n  t h e  
o r d e r  of  5 0  s e c .  We c a n  f i n d  t h e  
n o i s e - s i g n a l  r a t i o  n = u(w)/A~(w) 
f o r  a l l  t h e  c a s e s  o f  i n t e r e s t  t o  
u s  w i t h  t h e  a i d  o f  F i g u r e  6 .  

&,'% thous. K m  

F i g u r e  7 shows t h e  c u r v e s  of 
2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 4 f , K H a  

F i g .  7 
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a o ( w )  for t h e  " r e a l "  d e p e n d e n c e  of  a t t e n u a t i o n  o n  f r e q u e n c y  1141 
and  t h e  d e p e n d e n c e  a(o) o b t a i n e d  a c c o r d i n g  t o  ( 2 8 )  €or c a s e s  where  
t h e  d i s t o r t i n g  e f f e c t  o:f a t m o s p h e r i c  n o i s e s  ( C u r v e  1) and  " n o i s e s "  
o f  t h e  s a m p l e  o f  d a t a  ( ( 2 u r v e  2 )  a r e  c o n s i d e r e d .  M o r e o v e r ,  F i g u r e  7 
also shows t h e  dependencze a ( w )  a c c o r d i n g  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
o f  [ 4 I  ( i n  t h i s  e x p e r i m e n t ,  D 1  - 1 . 5  a n d  D 2 - 5  t h o u s .  km). 
N a t u r a l l y ,  C u r v e s  1 a n d  2 r e p r e s e n t  a somewhat  a r t i f i c i a l  s i t u a t i o n ,  
a - d  l e s s  d i s t o r t i n g  e f f e c t s  o f  n o i s e s  c a n  b e  o b s e r v e d  i n  p r a c t i c e .  
H l e v e r ,  e v e n  d e s p i t e  i t s  i l l u s t r a t i v e  n a t u r e ,  t h e  e x a m p l e  c i t e d  

t i e  d a t a  o n  a t t e n u a t i o n s  of a f o r m e r l y  o b t a i n e d  a c c o r d i n g  t o  (31, 
i n  o r d e r  t o  d i s c u s s  t h e  o b j e c t i v i t y  and  r e a l i t y  o f  t h e  r e s u l t s  
o b t a i n e d .  

l b c a t e s  t h a t  t h e r e  mus t  b e  a v e r y  c a r e f u l  s t a t i s t i c a l  a p p r o a c h  t o  

A q u a l i t a t i v e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  c l o s e n e s s  o f  t h e  d e p e n d e n c e s  
o f  a ( w )  o b t a i n e d  t o  some r e a l  a o ( w )  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  o n  t h e  b a s i s  
of  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  s t a n d a r d s  for d e v i a t i o n  i n  a ( w ) :  

T h u s ,  if t h e  d e r i v a t i v e  o f  oa(D2-D1) i s  o n  t h e  o r d e r  o f  6 d b  ( s e e  /196 
t h e  e x p r e s s i o n  f o r  om o n  p .  2 1 2 ,  t h e  r e s u l t  o f  a ( w )  a c t u a l l y  h a s  no  
p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e .  F o r  s m a l l e r  v a l u e s  o f  a,(D:! - Dl) o n  t h e  
b a s i s  o f  t h e  r e c o m m e n d a t i o n s  made i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s .  

db 
thous.Km 

noise  . 

F i g .  a 

F i g u r e  8 shows  t h e  d e p e n d e n c e  
C I ~  = o a ( w ) .  The s y m b o l s  a n d  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  t h e  s a m e  
h e r e  a s  f o r  F i g u r e s  6 a n d  7 .  

I t  f o l l o w s  f r o m  t h e  p r e c e d i n g  
s e c t i o n  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  f o r  
c a l c u l a t i n g  B ( w )  g i v e s  a n  u n c h a n g e d  
e s t i m a t e  o f  @(a), e x c e p t  for t h e  
v e r y  l o w e s t  f r e q u e n c i e s  ( s e e  p .  
2 1 5 ) .  The a v e r a g e  q u a d r a t i c  d e v i -  
a t i o n  o f  B ( w )  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m u l a :  

A s h a r p  i n c r e a s e  i n  t h e  d i s p e r s i o n  f o r  f r e q u e n c i e s  l o w e r  t h a n  
4 - 5  KHz ( s e e  F i g .  5 )  s h o u l d  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  c a r r y i n g  o u t  
t h e  m a t c h i n g  o p e r a t i n g  ( S e c t i o n  1) a n d  i n  e v a l u a t i n g  t h e  s i g n i f i c a n c e  
o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  for @(a) a n d  Vph(w) .  

I n  c o n c l u s i o n ,  w e  s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  
me thod  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  a t t e n u a t i o n s  ( a n d  p h a s e  v e l o c i t i e s )  a c c o r d -  
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i n g  t o  c a l c u l a t e d  s p e c t r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a t m o s p h e r i c  w a v e s ,  
t h e r e  a r e  a l s o  w i d e l y - u s e d  m e t h o d s  b a s e d  on  d i r e c t  a p p a r a t u s  c h a n g e s  
i n  t h e  s p e c t r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a t m o s p h e r i c s .  S t u d i e s  o f  t h e  
e r r o r s  i n  s u c h  m e t h o d s  h a v e  much i n  common w i t h  t h e  p r o b l e m s  e x -  
amined  a b o v e ,  a n d  t h e  a u t h o r s  s u g g e s t  t h e y  b e  c o m p l e t e d  i n  t h e  
n e a r e s t  f u t u r e .  

The a u t h o r s  c o n s i d e r  it t h e i r  p r i v i l e g e  t o  e x p r e s s  t h e i r  
a p p r e c i a t i o n  t o  G .  I .  Makarov a n d  V .  V .  Novikov f o r  t h e i r  c o n s t a n t  
a t t e n t i o n  a n d  u s e f u l  a d v i c e  i n  d i s c u s s i n g  t h i s  work .  
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T h i s  work d i s c u s s e s  s t u d i e s  o f  l i g h t n i n g  d i s c h a r g e  a s  a s o u r c e  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves.  I n  1 9 2 6 ,  P .  L e j e y  E l ]  f i r s t  s u g g e s t e d  
t h a t  l i g h t n i n g  b e  e x a m i n e d  as  a n  e m i t t e r  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves  
i n  t h e  fo rm o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e .  T h i s  mode l  w a s  u s e d  
i n  a number  o f  s t u d i e s  [ 2 , 3 ]  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  p a r a m e t e r s  
o f  an  e q u i v a l e n t  s o u r c e  a c c o r d i n g  t o  a n  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  
f i e l d ;  h o w e v e r ,  t h e r e  w a s  n o  a t t e m p t  a t  t e s t i n g  t h e  c o r r e c t n e s s  
of t h i s  m o d e l .  T h i s  work i s  a n  a t t e m p t  a t  f i l l i n g  i n  t h e  g a p s  
i n  s t u d i e s  o f  l i g h t n i n g  d i s c h a r g e s .  

We u s e d  t h e  mode l  o f  a v e r t i c a l  p o i n t  d i p o l e  f o r  l i g h t n i n g  
d i s c h a r g e  i n  o u r  s t u d y .  I t .  c a n  b e  shown t h a t  a n y  c o m p l e x  e m i t t e r  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves c a n  b e  r e p l a c e d  by  t h e  e q u i v a l e n t  d i p o l e  
wh ich  p r o d u c e s  t h e  same f i e l d  as  t h e  o r i g i n a l  s o u r c e  a t  a g i v e n  
p o i n t .  However ,  i f  t h e  o r i g i n a l  e m i t t e r  is. n o t  a d i p o l e  i n  t e r m s  
of i t s  p h y s i c a l  n a t u r e ,  t h e n  t h e  e q u i v a l e n t  d i p o l e  m u s t  b e  a s c r i b -  
e d  a d i p o l e  moment whose  dorm d e p e n d s  on t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  o b -  
s e r v a t i o n  p o i n t .  T h u s ,  t h e  n a t u r e  o f  t h e  e m i s s i o n  s o u r c e  c a n  b e  
d e t e r m i n e d  by  e x a m i n i n g  t h e  s t r u c t u r e  o f  i t s  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .  

By a n a l y z i n g  o s c i l l o g r a m s  o f  s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s ,  w e  
s u c c e e d e d  i n  s h o w i n g  t h e  c o r r e c t n e s s  of  t h e  d i p o l e  m o d e l  f o r  t h e  
p r i n c i p a l  d i s c h a r g e s  o f  l i g h t n i n g  a t  a d i s t a n c e  g r e a t e r  t h a n  30  km 
f r o m  t h e  d i s c h a r g e ,  w i t h i n  t h e  l i m i t s  o f  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s ,  
wh ich  w e r e  1 6 % .  The p o s s i b i l i t y  o f  r e p r e s e n t i n g  s u c h  a n  e x t e n s i v e  
e m i t t e r  i n  t h e  f o r m  o f  a v e r t i c a l  d i p o l e  c a n  b e  e x p l a i n e d  by  t h e  
f a c t  t h a t  t h e  e m i s s i o n  o f  b r a n c h e d  h o r ; . z o n t a l  s e g m e n t s  o f  l i g h t n i n g  
i s  j u s t  as  i n e f f e c t i v e  as  t h e  e m i s s i o n  o f  a h o r i z o n t a l  d i p o l e  f o r  
o b s e r v a t i o n  p o i n t s  l o c a t e d  o n  t h e  g r o u n d .  

W e  w i l l  b e  mak ing  a c o m p a r a t i v e  a n a l y s i s  o f  two m e t h o d s  for 
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m e a s u r i n g  a n d  c a l c u l a t i n g  t h e  d i p o l e  and  c u r r e n t  moments o f  d i s -  
c h a r g e s  i n  r e l a t i o n  t o  t h e i r  p r e c i s i o n  a n d  i n t e r f e r e n c e  r e s i s t a n c e ,  - /1 
and  we w i l l  p r e s e n t  t h e  p r e l i m i n a r y  r e s u l t s  o f  t h e  e x p e r i m e n t .  
I n  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  a r t i c l e ,  we i n t e n d  t o  p r e s e n t  t h e  r e -  
s u l t s  o f  e x p e r i m e n t a l  n e a s u r e m e n t s  o f  t h e  d i p o l e  a n d  c u r r e n t  mom- 
e n t s  of d i f f e r e n t  t y p e s  o f  d i s c h a r g e s .  T h i s  a r t i c l e  c o n t a i n s  
m a t e r i a l s  wh ich  a r e  p a r t  o f  a d i s s e r t a t i o n  w r i t t e n  by  t h e  a u t h o r  
u n d e r  t h e  d i r e c t i o n  o f  G . I .  Makarov .  

Section 1. M e t h o d s  o f  Reconstructing t h e  Dipole 
Moments o f  Emission Sources 

For t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  l o c a t e d  on t h e  
g r o u n d ,  we can  w r i t e  o u t  a n  e q u a t i o n  wh ich  c o n n e c t s  t h e  v e r t i c a l  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r r c a l  f i e l d  E Z ( t )  w i t h  t h e  d i p o l e  moment 
o f  t h e  s o u r c e  P ( t )  i n  t h e  f o l l o w i n g  way: 

C where  p = 4 7 ~ . 1 0 - ~  H / m ;  (L E - -  c = 3 * 1 0 5  k m / s e c ;  r i s  t h e  d i s t a n c e  

t o  t h e  e m i t t e r .  The s o l u t i o n  t o  t h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  i n  
t h e  f o r m  o f  a c o n v o l u t i o n ,  ; . e . ,  

r y  

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  d i p o l e  moment,  we c a n  u s e  two m e t h o d s  
( t w o  p l a n s )  a c c o r d i n g  t o  ( 2 ) .  

1. The method o f  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  d i p o l e  moment. 
For t h i s ,  t h e  o s c i l l o g r a m s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E , ( t )  o b t a i n e d  
i n  t h e  r e c o r d i n g  a r e  t a b u l a t e d ,  a n d  t h e  i n t e g r a l  o f  ( 2 )  i s  c a l -  
c u l a t e d  on a d i g i t a l  c o m p u t e r  by  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  

2 .  The method o f  d i r e c t  r e c o r d i n g ,  wh ich  i m m e d i a t e l y  y i e l d s  
a n  o s c i l l o g r a m  o f  t h e  d i p o l e  moment,  by  t h e  i n s e r t i o n  o f  s p e c i a l  
f i l t e r s  b e t w e e n  t h e  a n t e n n a  a n d  t h e  r e c o r d e r ;  t h e  a r r a n g e m e n t  o f  
t h e s e  f i l t e r s  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  s o u r c e .  

L e t  u s  e x a m i n e  t h e s e  m e t h o d s  i n  more d e t a i l .  I n  u s i n g  t h e  
f i r s t  method ( F i g .  l a ) ,  t h e  s i g n a l  f rom a n t e n n a  1 e n t e r s  t h e  i n p u t  
d e v i c e  2 wh ich  i s  i n t e n d e d  f o r  s e p a r a t i n g  t h e  s i g n a l s  o f  l i g h t n i n g  
d i s c h a r g e s  f r o m  a g a i n s t  t h e  b a c k g r o u n d  o f  i n d u s t r i a l  i n t e r f e r e n c e  
a n d  i n t e r f e r e n c e  f r o m  r a d i o  s t a t i o n s .  I t s  c o e f f i c i e n t  o f  t r a n s -  
m i s s i o n  i s  c l o s e  t o  u n i t y  i n  t h e  f r e q u e n c y  b a n d  AF o c c u p i e d  by  
t h e  s i g n a l s  o f  t h e  l i g h t n i n g  d i s c h a r g e s ,  and  d e c r e a s e s  s h a r p l y  
o u t s i d e  o f  i t .  On t h e  s c r e e n  o f  t h e  o s c i l l o g r a p h  - 3 which  i s  i n -  
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s t a l l e d  b e h i n d  t h e  i n p u t  d e v i c e  2,  we f i n d  t h e  o s c i l l o g r a m  o f  t h e  
v e r t i c a l  componen t s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E Z ( t ) ,  wh ich  we t a b u l a t e d  
and  i n t r o d u c e d  t o  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  5 i n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  
d i p o l e  moment P ( t )  a c c o r d i n g  t o  ( 2 ) .  

- 

-/. 
0 .  

n 

b F i g .  2 .  

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  scheme 
o f  t h e  o p e r a t i o n  a c c o r d i n g  t o .  

I t h e  s e c o n d  method ( F i g .  l b ) .  I t  
0 

d i f f e r s  f r o m  t h e  scheme i n  F i g u r e  
l ( a )  i n  t h a t  t h e  s i g n a l  g o e s  f r o m  
t h e  o u t p u t  o f  t h e  i n p u t  d e v i c e  
- 2 t o  t h e  f i l t e r  - 3 w i t h  i m p u l s e  

F i g .  1. 

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  t y p e  

at n- S i n T a t ,  
2a -- h ( t )  = - e 

U'B 
(3) 

where  a = c / r .  

The f i l t e r  c a r r i e s  o u t  t h e  o p e r a t i o n  wh ich  w a s  done  by  t h e  
d i g i t a l  c o m p u t e r  i n  t h e  f i r s t  scheme ( F i g .  l a ) ,  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  
o f  t h i s  f i l t e r  a r e  d e t e r m i n e d  o n l y  by  t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  s o u r c e  
o f  e m i s s i o n .  The v o l t a g e  U p ( t )  a t  t h e  o u t p u t  o f  f i l t e r  3 is  p r o -  
p o r t i o n a l  t o  t h e  d i p o l e ' m o m e n t  P ( t >  o n l y  i n  t h a t  c a s e  when t h e  
d i s t a n c e  o v e r  wh ich  t h e  s i g n a l  h a s  came c o r r e s p o n d s  t o  t h e  d i s t a n c e  
by  wh ich  t h e  f i l t e r  w a s  t u n e d .  When t h e r e  i s  d e t u n i n g ,  t h e  s i g n a l  
U p ( t )  m u s t  be  s u b j e c t e d  t o  a n  a d d i t i o n a l  a n a l y s i s  w i t h  t h e  d i g i t a l  
c o m p u t e r  5 i n  o r d e r  t o  e l i m i n a t e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d e t u n i n g ,  as i s  
shown i n  F i g u r e  l(b). 

We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  a s  i s  e a s y  t d  show, t h e  f i l t e r  w i t h  
p u l s e  c h a r a c t e r i s t i c s  d e s c r i b e d  by  ( 3 )  c a n  b e  made i n  t h e  fo rm 
o f  a s u c c e s s i v e  o s c i l l a t i o n a l  c o n t o u r  ( F i g .  2 a ) .  I t s  p a r a m e t e r s  
a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  f i l t e r  i n  t h e  f o l l o w i n g  
way: 
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/ 2 0  - 
r-7- 

Q =  t'-$. ( 4 )  

The t r a n s m i s s i o n  c o e f f i z i e n t  o f  t h i s  f i l t e r  c a n  be w r i t t e n  o u t  i n  
t h e  f o l l o w i n g  way:  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  we c a n  t h u s  h a v e  a f i l t e r  w h i c h  r e c o n s t r u c t s  
t h e  c u r r e n t  moment o f  t h e  s o u r c e ,  i . e . ,  

dl' [(f) = J1 . 
UL 

I t  a l s o  h a s  t h e  fo rm o f  a n  o r d e r e d  o s c i l l a t i o n a l  c o n t o u r ,  a n d  o n l y  
t h e  o u t p u t  v o l t a g e  i s  t a k e n  f rom t h e  a c t i v e  e l e m e n t  ( F i g .  2b), w h i l e  
t h e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  p a r a m e t e r s  r e m a i n  t h e  same .  

L e t  u s  compare  t h e s e  m e t h o d s  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  of a c c u r a c y  
i n  t h e  f i n a l  r e s u l t s  a n d  c o n v e n i e n c e  i n  u s i n g  t h e m .  I t  i s  d i f f i c u l t  
t o  c a r r y  o u t  s u c h  an  a n a l y s i s  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  w i t h o u t  s p e c i f y -  
i n g  t h e  f r e q u e n c y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r e c e i v i n g  c i r c u i t ,  t h e  s i g n a l s  
u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  a n d  t h e  i n t e r f e r e n c e .  

The s p e c t r a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s i g n a l  f r o m  l i g h t n i n g  d i s c h a r g e s  
a r e  c h a r a c t e r i z e d  by  t h e  c u r v e s  on F i g u r e  3 a .  T h e  maxima o f  s p e c -  
t r a l  d e n s i t y  a r e  f o u n d  a t  a f r e q u e n c y  o f  4 - 8  KHz f o r  t h e  p r i n c i p a l  
d i s c h a r g e s  ( C u r v e s  1 a n d  2 on F i g .  3 a )  a n d  a t  a f r e q u e n c y  of 1 2 - 1 5  
KHz €or l e a d e r  d i s c h a r g e s  ( C u r v e s  3 on F i g .  3 a ) ,  wh ich  a r e  r e c o r d e d  
i n  t h e  wave z o n e  a t  a d i s t a n c e  of 5 0 - 1 0 0  km f r o m  t h e  s o u r c e .  

L e t  u s  e x a m i n e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  i n t e r f e r e n c e  w h i c h  c a n  a f f e c t  
t h e  r e s u l t s  o f  o u r  c a l c u l a t i o n s  a n d  m e a s u r e m e n t s .  T h e  i n t e r f e r e n c e  
c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  e x t e r n a l  a n d  i n t e r n a l  t y p e s .  I n  r e l a t i o n  t o  
e x t e r n a l  i n t e r f e r e n c e  i.mposed on  a n  a n t e n n a ,  b o t h  o f  t h e  m e t h o d s  
u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  a r e  e q u i v a l e n t  , a n d  t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  i s  
f o u n d  i n  r e l a t i o n  t o  i n t e r n a l  s u p p l e m e n t a r y  e r r o r s  wh ich  c a n  a r i s e  
i n  a n a l y z i n g  t h e  o s c i l l o g r a m s .  They c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  random 
e r r o r s ,  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  f i n i t e  a c c u r a c y  i n  r e a d i n g ,  and  s y s t e m -  
a t i c  o n e s ,  o b t a i n e d ,  € o r  e x a m p l e ,  a s  a r e s u l t  o f  a n  i n c o r r e c t  
p l o t t i n g  o f  t:le z e r o  l l n e  on  t h e  o s c i l l o g r a m .  T h e s e  e r r o r s  a r e  
e q u i v a l e n t  i n  t h e i r  e f f e c t  t o  t h e  i n c l u s i o n  o f  some i n t e r n a l  i n t e r -  
f e r e n c e .  We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t  t h i s  i n t e r f e r e n c e  w i l l  a l s o  p l a y  
a m a j o r  r o l e  i n  v i e w  of t h e  f a c t  t h a t  t h e  s i g n a l s  e x a m i n e d  i n  t h i s  
s t u d y  g r e a t l y  e x c e e d  t h e  l e v e l  o f  a t m o s p h e r i c  n o i s e  i n t e r f e r e n c e .  
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L e t  u s  d e s c r i b e  t h e  s p e c t r a l  p r o p e r t i e s  of  i n t e r n a l  n o i s e s .  
Random e r r o r s  a r i s i n g  b e c a u s e  o f  t h e  f i n i t e  t h i c k n e s s  o f  t h e  l i n e  
on t h e  o s c i l l o g r a m  r e s u l t  i n  s u p p l e m e n t a r y  i n t e r f e r e n c e  of t h e  
random t y p e  f o r  a d i s c r e t e  s e l e c t i o n  o f  t h e  r e a d i n g  p o i n t s ;  we 
w i l l  c a l l  t h i s  t y p e  of i n t e r f e r e n c e  t h e  n o i s e  o f  s a m p l i n g  o f  t h e  
d a t a .  T h i s  n o i s e  c a n  h a v e  a u n i f o r m  s p e c t r u m  i n  t h e  t r a n s m i s s i o n  
e n d  o f  t h e  i n p u t  d e v i c e  ( C u r v e  4 on F i g .  3 b ) .  S y s t e m a t i c  e r r o r s ,  
or a d i s t o r t i o n  o f  t h e  z e r o  l i n e  on  t h e  o s c i l l o g r a m  i n  t h e  fo rm 
o f  a jump or s a g ,  h a v e  a s p e c t r u m  w i t h  maximum s p e c t r a l  d e n s i t y  
a t  z e r o  f r e q u e n c y .  The s p e c t r a  o f  i n t e r f e r e n c e  o f  t h e s e  t y p e s  a r e  
shown i n  F i g u r e  3b ( C u r v e  5 f o r  t h e  jump and  C u r v e  6 f o r  t h e  s a g ) .  

C 

F i g .  3 .  

The d i p o l e  moments P ( t >  c a n  b e  r e d u c e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  e l e c -  
t r i c a l  f i e l d  w i t h  any  o f  t h e  m e t h o d s  examined  a b o v e ,  f o r  t h e  e q u i v -  
a l e n t  o p e r a t i o n  o f  l i n e a r  f i l t r a t i o n  by  an  u p p e r - f r e q u e n c y  f i l t e r  
w i t h  l i m i t  f r e q u e n c y  o f  f g  = 2 2 T r r .  

o f  t h e  r e c e i v i n g  c i r c u i t  a r e  shown i n  F i g u r e  3 ( c )  f o r  d i s t a n c e s  o f  
1 0  and  5 0  km f r o m  t h e  s o u r c e  o f  e m i s s i o n  ( C u r v e s  7 and  8 ,  r e s p e c -  
t i v e l y ) .  

The f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c s  
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L e t  u s  now a t t e m p t  t o  d raw q u a l i t a t i v e  c o n c l u s i o n s  on  how t h e  
s i g n a l - n o i s e  r a t i o  c h a n g e s  i n  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  r e c e i v i n g  c i r -  

r e l a t i o n  t o  e x t e r n a l  i n t e r f e r e n c e .  However ,  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  

n e c t e d  a t  v a r i o u s  p o i n t s  on t h e  d i a g r a m s  a s  shown i n  F i g u r e s  l ( a )  
and  l ( b ) .  

c u i t .  As w a s  a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  b o t h  m e t h o d s  a r e  e q u i v a l e n t  i n  / 2 0 :  

I i n t e r n a l  i n t e r f e r e n c e  h a v e  d i f f e r e n t  e f f e c t s ,  s i n c e  t h e y  a r e  c o n -  

I n  t h e  d i a g r a m  ( F i g .  l a ) ,  t h e  " c o n n e c t i o n "  o f  i n t e r f e r e n c e  
t a k e s  p l a c e  a t  p o i n t  4 i n  t a b u l a t i o n  o f  t h e  s i g n a l .  I t  c a n  b e  
s e e n  f rom an  e x a m i n a t i o r  o f  t h e  s p e c t r a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s i g n a l s ,  
i n t e r f e r e n c e  and  r e c e i v i n g  c i r c u i t  ( F i g .  3 )  t h a t ,  i n  t h e  p a s s a g e  
o f  s i g n a l s  and  i n t e r f e r e n c e  t h r o u g h  f i l t e r  3 ( F i g .  1 b )  t h e r e  c a n  
o n l y  b e  a w o r s e n i n g  o f  t h e  s i g n a l - n o i s e  r a t i o ,  b e c a u s e  t h e  s i g n a l  
i s  r i c h e r  i n  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  t h a n  t h e  i n t e r f e r e n c e  u n d e r  i n -  
v e s t i g a t i o n  ( a  p a r t i c u l a r  w o r s e n i n g  c a n  b e  e x p e c t e d  f o r  h i g h -  
f r e q u e n c y  s i g n a l s  o f  t h e  l e a d e r  d i s c h a r g e  t y p e  for l i g h t n i n g ) .  
T h u s ,  w e  c a n  c o n c l u d e  t h a t  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  an  a d d i t i o n a l  p r o -  
c e s s i n g  c a n  r e s u l t  i n  s u b s t a n t i a l  e r r o r s  i n  t h e  f i n a l  r e s u l t ,  
wh ich  a r e  a b s e n t  i n  u s i n g  t h e  s e c o n d  m e t h o d - - t h e  method o f  d i r e c t  
r e c o r d i n g .  However ,  w'-~en t h e r e  i s  d e t u n i n g  b e t w e e n  t h e  d i s t a n c e  
o v e r  wh ich  t h e  s i g n a l  h s s  come a n d  t h e  d i s t a n c e  by  w h i c h  t h e  f i l -  
t e r  i s  t u n e d ,  a n d  when t h e  s e c o n d  me thod  i s  u s e d ,  w e  mus t  c a r r y  
o u t  a n  a d d i t i o n a l  a n a l y s i s  o f  t h e  s i g n a l  i n  o r d e r  t o  compute  t h e  
c o r r e c t i o n s  f o r  d e t u n i n g ,  wh ich  i s  a l s o  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o n n e c -  
t i o n  o f  some a d d i t i o n a l  i n t e r f e r e n c e  a t  p o i n t  4 on F i g u r e  l ( b ) .  
However ,  i f  f i l t e r  3 i s  t u n e d  a t  a r a t h e r  g r e a t  d i s t a n c e ,  e . g . ,  
5 0  km, t h e n  t h e  b a s r c  f i l t r a t i o n ,  i . e . ,  s e p a r a t i o n  o f  t h e  low-  
f r e q u e n c y  p a r t  o f  t h e  s i g n a l  s p e c t r u m ,  i s  a l r e a d y  c a r r i e d  o u t  by  
f i l t e r  3 w i t h  t h e  f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c  p r e s e n t e d  on F i g u r e  3c  
( C u r v e  7 or 81 ,  w h i l e  t h e  o p e r a t i o n  c a r r i e d  o u t  on t h e  s i g n a l  w i t h  
t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r  5 i s  e q u i v a l e n t  t o  f i l t r a t i o n  by some f i l t e r  
whose f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c  i s  a l s o  r e p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  3 ( c )  
f o r  some d e t u n i n g  ( C u r v e  9 ) .  From e x a m i n i n g  t h e  f r e q u e n c y  p r o -  
p e r t i e s  o f  t h e  s i g n a l  U p ( t )  and  F i g u r e  3 ( c ) ,  w e  c a n  c o n c l u d e  t h a t  
t h e  l a t t e r  o p e r a t i o n  c h a n g e s  t h e  s i g n a l - n o i s e  r a t i o  v e r y  l i t t l e  
a n d  o n l y  b r i n g s  a b o u t  some c o r r e c t i o n  f o r  t h e  fo rm o f  t h e  s i g n a l  
U p ( t )  due  t o  t h e  d e t u n l n g .  T h u s ,  t h e  c o n n e c t i o n  o f  " i n t e r f e r e n c e "  
( a d d i t i o n a l  p r o c e s s i n g )  b e h i n d  f i l t e r  3 d e c r e a s e s  t h e  e r r o r  i n  t h e  
f i n a l  r e s u l t s  s u b s t a n t i a l l y ,  compared  to t h e  f i r s t  m e t h o d .  T h e r e -  

o f  t h e  s e c o n d  m e t h o d - - t h e  method o f  d i r e c t  r e c o r d i n g  w i t h  t h e  a i d  
o f  f i l t e r s - - i n  r e l a t i o n  t o  t h e  a c c u r a c y  and  i n t e r f e r e n c e  r e s i s t a n c e .  
M o r e o v e r ,  t h i s  me thod  h a s  a n  i n d i s p u t a b l e  a d v a n t a g e  i n  t e r m s  o f  t h e  
c l a r i t y  of t h e  d a t a  a n d  t h e  s p e e d  a t  which  i t  i s  o b t a i n e d .  

f o r e ,  we c a n  d raw a d e f i n i t e  c o n c l u s i o n  c o n c e r n i n g  t h e  a d v a n  : a g e  I 

The c o n c l u s i o n  w e  h a v e  d e r i v e d  may seem s t r a n g e  s i n c e ,  a t  f i r s t  
g l a n c e ,  b o t h  m e t h o d s  a r e  p h y s i c a l l y  e q u i v a l e n t  i f  we d i s r e g a r d  t h e  
e f f e c t  o f  i n t e r f e r e n c e ,  b e c a u s e  t h e  o p e r a t i o n  c a r r i e d  o u t  on t h e  
d i g i t a l  c o m p u t e r  i n  u s i n g  t h e  f i r s t  method ( F i g .  l a )  i s  e q u i v a l e n t  
t o  t h e  l i n e a r  f i l t r a t i o n  by f i l t e r  - 3 i n  u s i n g  t h e  s e c o n d  method 
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( F i g .  l b ) .  However ,  t h e  i n t e r n a l  i n t e r f e r e n c e  a n d  l i m i t e d n e s s  o f  
t h e  dynamic  r a n g e  f o r  t h e  o s c i l l o g r a p h i c  r e c o r d i n g  h a v e  d i f f e r e n t  
e f f e c t s  on t h e  f i n a l  r e s u l t s ,  d e p e n d i n g  o n  w h e t h e r  or n o t  t h e y  a r e  
imposed  on t h e  s i g n a l  b e f o r e  or a f t e r  f i l t e r  3 ( F i g .  l), which  
c h a n g e d  t h e  s p e c t r a l  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  s i g n a l  s u b s t a n t i a l l y .  

L e t  u s  p r e s e n t  some q u a n t i t a t i v e  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  e f f e c t  o f  
t h e  n o i s e  o f  d a t a  s a m p l i n g s  o n  t h e  r e s t o r a t i o n  o f  d i p o l e  moments 
by  t h e  method of  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s .  F o r  t h i s ,  w e  w i l l  c a l -  
c u l a t e  t h e  c h a n g e  i n  d i s p e r s i o n  o f  w h i t e  n o i s e  i n  i t s  p a s s a g e  
t h r o u g h  t h e  f i l t e r  w i t h  p u l s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  ( 3 ) .  I f  w e  com- 
p a r e  t h e s e  r e s u l t s  t o  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  t y p i c a l  a t m o s p h e r i c s  by  
t h e  same f i l t e r ,  t h e n  w e  c a n  u s e  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  t o  e v a l -  
u a t e  t h e  r e l a t i v e  e r r o r s  d u e  t o  t h e  n o i s e  o f  s a m p l i n g  o f  t h e  d a t a :  

where  

x = a t ;  D o u t  i s  t h e  known d i s p e r s i o n  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  f i l t e r ;  
Din i s  t h e  d i s p e r s i o n  o f  n o i s e  a t  t h e  i n p u t  o f  t h e  a n t e n n a ;  AF = 
5 0  K H z  i s  t h e  b a n d  w i d t h  o f  t h e  r e c o r d i n g  a p p a r a t u s ;  Pmax i s  t h e  
maximum v a l u e  o f  t h e  d i p o l e  moment P ( t ) ;  E Z  max i s  t h e  maximum 
a m p l i t u d e  o f  t h e  s i g n a l  E , ( t ) ;  f m  i s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  maximum 
s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  t h e  a t m o s p h e r i c s ;  f g  = 2 i s  t h e  L i m i t  f r e -  

q u e n c y  o f  f i l t e r  3 ;  r i s  t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  e m i s s i o n  s o u r c e ;  t 
i s  t h e  t i m e  f o r  o K s e r v a t i o n ,  s t a r t i n g  w i t h  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  
s i g n a l .  

2 v r  

The g r a p h  f o r  t h e  f u n c t i o n  F ( x )  i s  shown i n  F i g u r e  4 .  I t  
d e m o n s t r a t e s  how t h e  e r r o r  i n c r e a s e s  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  ob-  
s e r v a t i o n  t i m e .  The r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  ( 7 )  for 
a moment o f  t i m e  o f  3 0 0  psec  w i t h  b a n d w i d t h s  o f  t h e  r e c o r d i n g  
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a p p a r a t u s  o f  5 0  K H z  g i v e n  i n  t h e  T a b l e  show by  wha t  f a c t o r  t h e  
r e l a t i v e  e r r o r  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  d i p o l e  moment e x c e e d s  t h e  r e l -  

t h e  p r i n c i p a l  ( f m  = 5 and  1 0  KHz) a n d  l e a d e r  (f, = 1 5  KHz) l i g h t -  
n i n g  d i s c h a r g e s .  The e r r o r s  i n c r e a s e  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  
d i s t a n c e ,  p a r t i c u l a r l y  for s h o r t - p e r i o d  s i g n a l s .  If w e  t a k e  a 
v a l u e  e q u a l  t o  5 %  for t h e  a v e r a g e  e r r o r  i n  r e c o r d i n g  t h e  f o r m s  o f  
t h e  a t m o s p h e r i c s ,  t h e n  w e  c a n  see t h a t ,  €o r  l o n g - p e r i o d  a t m o -  
s p h e r i c s  w i t h  maximum s ~ e c t r a l  d e n s i t y  o c c u r r i n g  i n  t h e  r a n g e  of 
5 KHz, t h e  r e d u c t i o n  o f  d i p o l e  moments i n  c a l c u l a t i o n s  w i t h  a c c u -  
r a c y  u p  t o  3 0 %  c a n  p o s s i . b l y  b e  up t o  1 6 0  k m ,  w h i l e  t h a t  f o r  s h o r t -  
p e r i o d  o n e s  i s  o n l y  up t o  2 0  km. 

/: a t i v e  e r r o r  i n  t h e  m e a s u r e m e n t s .  The c a l c u l a t i o n s  w e r e  made f o r  - 

e f f e c t  o 
d a t a  whe 

f 
n 

e r r o r s  
u s i n g  

i 
t h  

n 
e 

samp 1 i n g  t h e  
me thod  o f  d i r e c t  

C a l c u l a t i o n s  e v a l u a t i n g  t h e  

/------ 

0 I 2 

- 
r e c o r d i n g  ( F i g .  l b )  show t h a t  t h e  
r e l a t i v e  e r r o r  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  
d i p o l e  moment i n c r e a s e s  by  no  more 
t h a n  a f a c t o r  o f  1 . 4 ,  compared  t o  
t h e  r e l a t i v e  e r r o r s  i n  m e a s u r i n g  
t h e  s i g n a l  U , ( t ) ,  e v e n  for d e t u n i n p  
by  5 0 % .  T h e - c a l c u l a t i o n s  w e r e  

3 0 0  p s e c  a f t e r  t h e  b e g i n n i n g  o f  

5 r  

F i g .  4-. c a r r i e d  o u t  f o r  a moment o f  t i m e  

t h e  s i g n a l ,  f o r  f i l t e r s  t u n e d  by  5 0  a n d  1 0 0  km. I t  c a n  b e  s e e n  
f r o m  a c o m p a r i s o n  o f  t h e  d a t a  p r e s e n t e d  i n  t h e  T a b l e  t h a t ,  u n d e r  
t h e  same c o n d i t i o n s ,  t h e  e r r o r  i n  t h e  me thod  of n u m e r i c a l  c a l c u l a -  
t i o n s  i n c r e a s e s  by a f a c t o r  of 5-45 .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  
me thod  o f  d i r e c t  r e c o r d i n g  by  t h e  a i d  o f  f i l t e r s  h a s  a d e f i n i t e  
a d v a n t a g e .  

u>5> 

S e c t i o n  2 .  P r e l i m i n a r y  R e s u l t s  o f  Experimental  S t u d i e s  

i 
P 

The p u r p o s e  o f  o u r  e x p e r i m e n t a 1 , s t u d i e s  w a s  t o  f i n d  t h e  v a l i d -  
t y  o f  u s i n g  t h e  mode l  for l i g h t n i n g  d i s c h a r g e  and  t o  d e f i n e  i t s  
r i n c i p a l  c h a r a c t e r i s t i c s .  We w i l l  p r e s e n t  o n l y  t h e  p r e l i m i n a r y  

r e s u l t s ;  t h e y  t o u c h  m a i n l y  on  a c l a r i f i c a t i o n  o f  t h e  d i p o l a r  n a t u r e  
o f  t h e  s o u r c e .  The p r i n c i p a l  r e s u l t s  o f  t h e  e x p e r i m e n t s  w i l l  b e  
p u b l i s h e d  a t  a l a t e r  t i m e .  

The e x p e r i m e n t a l  s t u d y  w a s  c a r r i e d  o u t  a t  Voyeykovo,  p a r t  o f  
t h e  L e n i n g r a d  r e g i o n ,  i.n t h e  summer,  when l o c a l  s t o r m s  w e r e  ob-  
s e r v e d  i n  r a d i u s  o f  2 0 0  km. The d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments  o f  t h e  
d i s c h a r g e s  w e r e  r e d u c e d  b o t h  w i t h  t h e  a i d  o f  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  o s c i l l o g r a m s  o f  t h e  v e r t i c a l  componen t  o f  t h e  
e l e c t r i c a l  f i e l d  a n d  by  t h e  me thod  o f  d i r e c t  r e c o r d i n g  w i t h  t h e  
a i d  of f i l t e r s .  

I n  o r d e r  t o  f i n d  , t he  n a t u r e  o f  t h e  s o u r c e ,  we c a r r i e d  o u t  
c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  d i ? o l e  moments o f  s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s  
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r e c o r d e d  by t h e  r e c e i v i n g  s i t e  of t h e  Main G e o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  
a t  Voyeykovo a n d  R o s h c h i n o  ( C u r v e s  1 a n d  2 on F i g .  5 ,  r e s p e c t i v e l y  
A c o m p a r i s o n  of  t h e  d i p o l e  moments o f  t h e  s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s  
w i t h  a c c u r a c y  up t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  e r r o r ,  showed t h a t  t h e  d i p o l e  
model  f o r  t h e  l i g h t n i n g  d i s c h a r g e  a s  t h e  e m i t t e r  of  e l e c t r o m a g n e t i  
waves a t  d i s t a n c e s  g r e a t e r  t h a n  3 0  km w a s  v a l i d .  The c a l c u l a t i o n s  
were  c a r r i e d  o u t  f o r  1 2  p a i r s  o f  s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s ,  and  t h e  
d i s t a n c e s  t h e y  s p a n n e d  changed  f r o m  30 t o  1 4 0  km. The e r r o r s  i n  
t h e  o s c i l l o g r a p h i c  r e c o r d i n g  w e r e  e q u z l  t o  5 %  i n  t h i s  c a s e ,  w h i l e  
t h e  e r r o r s  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  d i s t a n c e  w i t h  t h e  b e a r i n g  n e t w o r k  
o f  t h e  Main G e o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  w e r e  10%. 
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F i g .  5 .  

W e  u s e d  t h e  a r r a n g e m e n t  whose b l o c k s - 2 i a g r a m  i s  g i v e n  i n  
F i g u r e  6 i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  d i p o l e  and  c u r r e n t  moments o f  
t h e  d i s c h a r g e s  by  t h e  method o f  d i r e c t  r e c o r d i n g .  

The s i g n a l  w a s  r e c e i v e d  on a c o l l a p s i b l e - w h i p  a n t e n n a  1 o f  a 
1 0  m - l e n g t h  and t h r o u g h  a r e m o t e  c a t h o d e  f o l l o w e r  2 t o  t h e  z e l a y  
l i n e  3 ,  a n d  t h e n  t h r o u g h  t h e  a m p l i f i e r  4 t o  f i l t e r s  5 and  6 ,  for 
s e p a r a t i o n  o f  t h e  d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments.  The sTgnals -whose  
a m p l i t u d e  w a s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments o f  
t h e  s o u r c e  were  p h o t o g r a p h e d  f r o m  t h e  s c r e e n  o f  a d u a l - b e a m  o s -  
c i l l o g r a p h  7 e q u i p p e d  w i t h  p h o T o g r a p h i c  a d j u s t e r  8 .  The s c a n n i n g  
o f  t h e  o s c i l l o g r a p h  7 was s t a r t e d  up by  a t h r e s h o l d  d e v i c e  9 .  
The c o r r e c t i o n  f o r  d e t u n i n g  b e t w e e n  t h e  f i l t e r  a l i g n m e n t  a n z  t h e  
r e a l  d i s t a n c e  t o  t h e  l i g h t n i n g  d i s c h a r g e ,  d e t e r m i n e d  w i t h  t h e  a i d  
o f  t h e  b e a r i n g  n e t w o r k  o f  t h e  Main G e o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  <men? 
Voyeykovo [ 4 ] ,  w a s  c a r r i e d  o u t  by c a l c u l a t i o n s  on a d i g i t a l  com- 
p u t e r .  The o s c i l l o g r a m s  o f  t h e  d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments o f  d i s -  
c h a r g e s  r e c o r d e d  e x p e r i m e n t a l l y  w i t h  t h e  a i d  o f  f i l t e r s  t u n e d  f o r  
a d i s t a n c e  o f  5 0  k m  a r e  shown i n  F i g u r e s  7 ( a )  and  7 ( b ) ,  r e s p e c t i v e  
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t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  of  c o r r e c t i o n s  for d e t u n i n g  a r e  a l s o  
d e p i c t e d  t h  r e  b y  t h e  d D t t e d  l i n e .  As can  b e  s e e n  f r o m  t h e  f i g u r e ,  
t h e y  a r e  n o t  Tiery g r e a t ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  t h e  c u r r e n t  moments ,  a n d  
t h e y  o f t e n  can  b e  d i s r e g a r d e d .  The a v e r a g e  v a l u e s  for t h e  maxima 

n 
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o f  t h e  d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments were  d e t e r m i n e d ;  t h e y  w e r e  f o u n d  
t o  b e  e q u a l  t o  3 cou lomb-km f o r  t h e  d i p o l e  moment a n d  3 2  k a - k m  for 
t h e  c u r r e n t  moment. They were  r e c o r d e d  a t  t h e  s t a r t  l e v e l  for 
s c a n n i n g  2 1-0.8 V / m ,  a n d  i t  w a s  m a i n l y  t h e  p r i n c i p a l  l i g h t n i n g  
d i s c h a r g e s  w i t h  g r e a t e s t  a m p l i t u d e  w h i c h  were  r e c o r d e d .  W e  s h o u l d  / 2 0 8  
p o i n t  o u t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e s  o f  t h e  s h a p e  o f  t h e  d i p o l e  
moment s - - the  p r e s e n c e  o f  a b e n d  i n  t h e  c u r v e s .  T h i s  can  b e  e x -  
p l a i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  two  p r o c e s s e s  w i t h  d i p o l e  
moments w h i c h  h a v e  d i f f e r e n t  s p e e d s  o f  c h a n g e  i n  t i m e .  Two s t a g e s  
c a n  b e  s e p a r a t e d :  a r a p i d  o n e  w i t h  maximum d i p o l e  moment a t  8 0 - 1 2 0  
~ s e c  c a u s i n g  t h e  s i g n a l  w h i c h ,  n a t u r a l l y ,  i s  c a l l e d  t h e  a t m o s p h e r i c s  
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( t h i s  s t a g e  c a n  b e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  movement of  t h e  d i s c h a r g e  
a l o n g  t h e  c h a n n e l ) ,  a n d  a s l o w  o n e ,  w i t h  maximum d i p o l e  a t  5 0 0 -  
8 8 0  p s e c ,  wh ich  i s  p o s s i b l e  t h e  s o u r c e  o f  t h e  l o w - f r e q u e n c y  p a r t  
o f  t h e  a t m o s p h e r i c s - - t h e  s o - c a l l e d  I n  p h y s i c a l  t e r m s ,  it 
i s  d u e  t o  t h e  d i s s i p a t i o n  o f  t h e  c h a r g e d  co lumn a r o u n d  t h e  c h a n n e l  
o f  t h e  d i s c h a r g e .  

C o n c l u s i o n s  

Two me thods  o f  s t u d y i n g  t h e  d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments o f  
l i g h t n i n g  d i s c h a r g e s  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h i s  s t u d y .  D e f i n i t e  a d -  
v a n t a g e s  i n  u s i n g  t h e  method o f  d i r e c t  r e c o r d i n g  w i t h  t h e  a i d  o f  
f i l t e r s ,  p a r t i c u l a r l y  for s h o r t - p e r i o d  s i g n a l s ,  a r e  d e m o n s t r a t e d .  
By r e s t o r a t i o n  of d i p o l e  moments a c c o r d i n g  t o  s y n c h r o n o u s  o s c i l l o -  
g r a m s ,  t h e  v a l i d i t y  o f  u s i n g  t h e  d i p o l e  moment f o r  a l i g h t n i n g  
d i s c h a r g e  as  t h e  e m i t t e r  of  e l e c t r o m a g n e t i c  waves  a t  d i s t a n c e s  
g r e a t e r  t h a n  30 km i s  shown.  The d i p o l e  a n d  c u r r e n t  moments o f  
t h e  p r i n c i p a l  d i s c h a r g e s  a r e  p r e s e n t e d .  

I n  c o n c l u s i o n ,  I would  l i k e  t o  e x p r e s s  my a p p r e c i a t i o n  t o  
G . I .  Makarov  a n d  V . V .  Novikov f o r  t h e i r  a t t e n t i o n  a n d  h e l p  i n  t h e  
s t u d y ,  a s  w e l l  a s  t h e  c o - w o r k e r s  of t h e  D i v i s i o n  o f  A t m o s p h e r i c  
E l e c t r i c i t y  o f  t h e  Main G e o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  i m e n i  A . I .  Voyeykovo 
for k i n d l y  l e n d i n g  u s  o s c i l l o g r a m s  o f  s y n c h r o n o u s  a t m o s p h e r i c s  and  
d a t a  o n  t h e  d i r e c t i o n - f i n d i n g  o f  n e i g h b o r i n g  s t o r m s .  
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